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Solutions de la série n˝12

Solution de l’exercice 1 :

1.

ax
φ $ φ

␣d

$ ␣φ,φ
ctrd ` _d1

` _d2
$ φ_␣φ

2.
ax

φ $ φ
affg

φ,ψ $ φ
Ñd

φ $ ψ Ñ φ
Ñd

$ φÑ pψ Ñ φq

3.
ax

ψ $ ψ
affg

φ,ψ $ ψ
␣d

φ $ ␣ψ,ψ

ax
φ $ φ

affd

φ $ φ,ψ
␣g

φ,␣φ $ ψ
Ñg

φ,␣ψ Ñ ␣φ $ ψ
Ñd

␣ψ Ñ ␣φ $ φÑ ψ

4.
ax

ψ $ ψ
affg

φ,ψ $ ψ

ax
φ $ φ

affg

φ,ψ $ φ
^d

φ,ψ $ φ^ ψ
␣g

φ,ψ,␣pφ^ ψq $
␣d

φ,␣pφ^ ψq $ ␣ψ
␣d

␣pφ^ ψq $ ␣φ,␣ψ
ctrd ` _d1

` _d2

␣pφ^ ψq $ ␣φ_␣ψ
Ñd

$ ␣pφ^ ψq Ñ p␣φ_␣ψq

5.
ax

φ $ φ
␣d

$ ␣φ,φ
␣g

␣␣φ $ φ
Ñd

$ ␣␣φÑ φ
␣g

␣p␣␣φÑ φq $
␣d

$ ␣␣p␣␣φÑ φq
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La preuve 2. est faite en logique minimale et les preuves 1., 3., 4. et 5. sont
faites en logique classique. Nous précisons qu’il existe une autre preuve pour 5.
en logique intuitionniste.

Solution de l’exercice 2 :

1. a) φ1 : @x@y@zppRxy ^ Ryzq Ñ
Rxzq ;

b) φ2 : @x␣Rxx ;

c) φ3 : Dx@y␣Ryx ;

d) φ4 : @x@ypRxy Ñ ␣Ryxq.

e) φ5 : @xpfpxq “ xq.

f) φ6 : @xRxfpxq.

g) φ7 : @xRxx.

2. a) Voici une déduction dans le système de déduction naturelle du sé-
quent proposé, où u et v sont des variables nouvelles (différentes de
x, y et z).

ax
@x␣Rxx $ @x␣Rxx

@e

@x␣Rxx $ ␣Ruu

ax
@x@y@zppRxy ^Ryzq Ñ Rxzq $ @x@y@zppRxy ^Ryzq Ñ Rxzq

@e

@x@y@zppRxy ^Ryzq Ñ Rxzq $ @y@zppRuy ^Ryzq Ñ Ruzq
@e

@x@y@zppRxy ^Ryzq Ñ Rxzq $ @zppRuv ^Rvzq Ñ Ruzq
@e

@x@y@zppRxy ^Ryzq Ñ Rxzq $ ppRuv ^Rvuq Ñ Ruuq

ax
Ruv $ Ruv

ax
Rvu $ Rvu

^i

Ruv, Rvu $ pRuv ^Rvuq
Ñ e

@x@y@zppRxy ^Ryzq Ñ Rxzq, Ruv, Rvu $ Ruu
␣e

@x@y@zppRxy ^Ryzq Ñ Rxzq, @x␣Rxx, Ruv, Rvu $K
␣i

@x@y@zppRxy ^Ryzq Ñ Rxzq, @x␣Rxx, Ruv $ ␣Rvu
Ñ i

@x@y@zppRxy ^Ryzq Ñ Rxzq, @x␣Rxx $ pRuv Ñ ␣Rvuq
@i

@x@y@zppRxy ^Ryzq Ñ Rxzq, @x␣Rxx $ @ypRuy Ñ ␣Ryuq
@i

@x@y@zppRxy ^Ryzq Ñ Rxzq, @x␣Rxx $ @x@ypRxy Ñ ␣Ryxq

b) Non φ1, φ2 &c φ3. Par le théorème de complétude, il suffit de mon-
trer qu’il existe une L-structure qui satisfait φ1 et φ2 mais pas φ3.
Car dans ce cas φ1, φ2 * φ3 et par le théorème de complétude nous
avons le résultat souhaité. La L-structure pZ,ăq des entiers relatifs
avec l’ordre strict convient.

c) Voici une déduction en déduction naturelle du séquent proposé :
ax

@xfx “ x $ @xfx “ x
@e

@xfx “ x $ fv “ v

ax
@xRxfx $ @xRxfx

@e

@xRxfx $ Rvfvφpxq “ Rvx
u “ v

t “ fpvq
“ e

@xfx “ x, @xRxfx $ Rvv
@i

@xfx “ x, @xRxfx $ @xRxx

d) Au vu du point précédent, on se doute que la théorie tφ5, φ6, φ2u est
inconsistante. Le séquent proposé est en effet déductible en logique
classique :
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ax
@x␣Rxx $ @x␣Rxx

@e

@x␣Rxx $ ␣Rvv

Nous avons déjà fait
cette preuve au point précédent !

@xfx “ x, @xRxfx $ Rvv
␣e

@xfx “ x, @xRxfx, @x␣Rxx $K
aff

@xfx “ x, @xRxfx, @x␣Rxx, ␣φ3 $K
K c

@xfx “ x, @xRxfx, @x␣Rxx $ φ3

Solution de l’exercice 3 :

1. $ @xpP pxq Ñ @yP pyqq : On considère la structure M “ xt0, 1u, PM “

t0uy. Nous avons M * @xpP pxq Ñ @yP pyqq. En effet, l’unique stratégie
gagnante pour le falsificateur dans le jeu d’évaluation de φ1 : @xpP pxq Ñ
@yP pyqq ” @xp␣P pxq_@yP pyqq dans M consiste à choisir 0 pour x, puis,
dans le cas où le vérificateur choisit le second membre de la disjonction,
à choisir 1 pour y.

@x

_

␣P0 @y

P0 P1

_

␣P1 @y

P0 P1

Puisqu’il existe une structure dans laquelle φ1 n’est pas satisfaite, nous
avons * φ1. Par le théorème de complétude, ceci est équivalent à &c φ1.

2. $ @xpP pxq Ñ Qpxqq Ñ pDyP pyq Ñ @zQpzqq : La structure M de do-
maine t0, 1u avec PM “ QM “ t0u convient. En effet, M * @zQpzq mais
M |ù DyP pyq. Ainsi M * pDyP pyq Ñ @zQpzqq. Or M |ù @xpP pxq Ñ
Qpxqq et donc l’affirmation en découle.

3. $ Dy@x ppP px, yq Ñ ␣P px, xqq ^ p␣P px, xq Ñ P px, yqqq : Pour M “ xt0u, PM “

tp0, 0quy le falsificateur possède une stratégie dans le jeu d’évaluation de
la formule considérée.
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Dy @x ^

_

␣P p0, 0q

␣P p0, 0q

_

␣␣P p0, 0q

P p0, 0q

4. $ @xDyP px, yq Ñ DyP py, yq : Nous pouvons considérer la structure M
donnée par xt0, 1u, PM “ tp0, 1q, p1, 0quy. D’une part, la prémisse de l’im-
plication est satisfaite dans M , i.e. M |ù @xDyP px, yq car le vérifica-
teur choisit 1 ´ b lorsque le falsificateur choisit b P t0, 1u et on a bien
pb, 1 ´ bq P PM pour tout b P t0, 1u. D’autre part, la conclusion n’est
pas satisfaite dans M, i.e. M * DyP py, yq car ni p0, 0q ni p1, 1q n’appar-
tiennent à PM.

5. $ @xp␣x » c Ñ Dy x » spyqq. Considérons la structure M donnée
par xt0, 1u, cM “ 0, sM “ tp0, 0q, p1, 0quy. Une stratégie gagnante pour
le falsificateur dans le jeu d’évaluation correspondant consiste à choisir 1
pour x, de sorte que la prémisse de l’implication est vérifiée mais pas sa
conclusion. En effet, ni sMp0q “ 1 ni sMp1q “ 1.
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