EPFL - automne 2025
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1. Soient un espace préhilbertien (X, < -, - >) et A € L(X) symétrique et compact. Prouver que
|| A|| = max{|A| : A est une valeur propre de A}
et que ||A™]| = ||A]|™ pour tout n € N.
2. Soit I'opérateur linéaire T' : > — ZZiéﬁni par T¢ = nsi g, = Y o Aei&, ot les Ay € F
satisfont Z?I:l |Aes|? < 0o et Ary = Aix pour tous k,l € N. Prouver que T est symétrique et

qu’il a au plus une quantité dénombrable de valeurs propres non nulles (en tenant compte de
leurs multiplicités, c’est-a-dire des dimensions des espaces propres correspondants).

3. Soit une suite orthonormée {e, },>; dans un espace préhilbertien (X, < -,- >) sur F = R ou C,
telle que

n—oo

Ve e X leimz<x,ek>ek. (1)
k=1

Montrer que {e,},>1 est une base de Schauder.

Remarque: une suite orthonormée {e,},>1 est dite totale si X = span{e, : n € N}. Il résulte
du §IV.9 du cours que {e, },>1 est totale ssi elle vérifie (1).

4. Soit une suite orthonormée {e, },>1 dans un espace préhilbertien (X, < -, - >).

a) Pour tout z € X, montrer que Y < x,ep > e a1 est une suite de Cauchy.
k=1 >

(b) Montrer que si {e,} est une suite orthonormée vérifiant (1) ci-dessus, alors
{re X: <uz,e,>=0 pour tout n € N} = {0}. (2)

(c) Si X est un espace hilbertien et (2) est satisfaite, montrer que {e,} est une suite or-
thonormée vérifiant (1).

5. Soit un espace préhilbertien (X, < -, - >) séparable et de dimension infinie. Montrer qu’il admet
une suite orthonormée totale.

Indication: appliquer le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt a un ensemble dense et
dénombrable.

6. Considérons I’ensemble F des fonctions f : R — R, muni de la structure usuelle d’espace
vectoriel sur R. Pour s € R, soit la fonction e, : R — R définie par

1 sit=s,
es(t)_{() sit#s.
Soit encore le sous-espace vectoriel X = span{e; : s € R} C F, c’est-a-dire, f € X ssi {t e R :

f(t) # 0} est un ensemble fini (qui peut dépendre de f). On définit ensuite < -,- >: X x X — R
par

<fg>= Y. flt)

{ter: swgm20}
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ou ’ensemble des ¢ qui interviennent dans la somme est fini, et ot on convient qu’une somme
sur un ensemble vide donne 0.
En admettant que (X, < -, >) est un espace préhilbertien, prouver qu’il n’est pas séparable.

7. (a) Si une suite () C F est telle que la limite lim,, 0o Y _,_; iy existe dans F pour tout
(&) € 1°°, montrer que (ay) € 1! .

(b) Si une suite (oy) C I est telle que la limite lim, o Y ,_, ax&x existe dans F pour tout
(&) € 11, montrer que (ay) € 1 .



