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1. Par IV.10, il existe une suite orthonormée totale {f,},>1 de H faite de vecteurs propres de A
et la suite {u,}n>1 C R des valeurs propres correspondantes satisfait lim,, o, pt, = 0. De plus

Aw:gggo;ﬂk<x,fk > fi

pour tout x € H.

e On sait déja que toute valeur propre de A est dans o(A), comme observé au paragraphe IV.13
du cours.

e Supposons ensuite que X # 0 n’est pas une valeur propre de A, et donc A # pu, pour
tout n € N (puisque chaque p, est une valeur propre). Comme lim, ,o 1, = 0 # A, on a
inf,en |t — Al > 0. De plus, pour tous z,y € H,

x—hm2<xfk>fk, y—hmz<yfk>fk

n—o0

(voir IV.9) et
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<y, fi >
S, fr >= y—fk pour tout k € N.
P — A
<y, fr>
Pour y € H donné, si x € H vérifie Av— Az = y, alors nécessairement x = lim Z y—fk fr.
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D’autre part, pour y € H, { E y—fk/\ fk} est une suite de Cauchy. Ceci découle de
M —
k=1 n>1
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En effet, plus généralement, si {e, },en est une suite orthonormée dans un espace préhilbertien
et si {a,}nen C F satisfait Y - |ag|* < oo, alors {d,_, arer}nen est une suite de Cauchy.
Pour le voir, fixons € > 0 et choisissons N € N tel que > ., o[> < €. Pour tout m > n >
N, on obtient

E e — 5 arerll = E aperll = E o |? < €2
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1

Dans notre cas, la suite en question converge dans l’espace de Hilbert H vers une certaine
limite, notée R)(y). Pour tout 7 € N, on a

<y, fk:> <y fi >
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et donc, pour tous =,y € H,
A-M)z=y = (\m EN <z, fr >=< R\(y), fu > ) o 7= Ry(y).

Ainsi A — A\I est bijectif d’application réciproque Ry : H — H, qui est linéaire. Nous obtenons
aussi

00 2
Parseval <, fk >
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prouvant que Ry € L(H). En conclusion, (A — )~ = R, existe dans L(H) et donc A € p(A).

< dinf |u: — MY 72|y
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e Finalement, u, € 0(A) pour tout n € N, lim,,_, 4, = 0 et donc 0 € 0(A) car o(A) est fermé
(cf §IV.14 du cours).

(a) Remarquons d’abord que sup,cy|An| < 00 et donc sup,ey|f(An)| < oo puisque f est
continue. Comme

[e’s) 2 o0
S0P ] < 2w > 2 < (sup uw) S| <> 2 < oo
h—1 neN h—1

la suite {d ;_; f(A\r) < @, up > up}nen est de Cauchy (méme argument que ci-dessus) et
converge donc dans 'espace complet H vers une certaine limite

limy, oo Y py f(Ak) < 2, up, > ug notée plus simplement Y7 | f(\,) < x,up > uyp
Clairement, f(A) est un opérateur linéaire. Pour tout x € H, nous avons grace a 1’égalité
de Parseval

1F(A)a* =D FOW)] < zyup > P < (Slrllplf(%w)l)2:|<93un>|2 (sup [£(A SllEdl

neN neN

et donc f(A) € L(H) avec [|f(A)]] < sup, |f(Xn)]-
En considérant z = u,, on obtient f(A\,)? = ||f(A)u.|[*> < [|F(A|? |unl* = || f(A)]]? et
done sup,,en [f(An)| < [[F(A)]]. Dot || f(A)]| = sup,en Lf(An)]-

Finalement

< f(A):L‘a Yy >= hmn—)oo ZZ:l <f()‘/€) < Z,ug > uk7y>

= limy, o0 Y py F() < 2w >< g,y >=limy, 00> p <$, fw) <y, up, > Uk>
=<z, f(A)y >

pour tous z,y € H, et donc f(A) est symétrique.

(b) La suite orthonormée totale {u,} est aussi constituée de vecteurs propres de f(A), les
valeurs propres correspondantes étant { f(\,,)}:

= ) <t > ug = f(An)ug

keN

pour tout n € N. De plus observons que si x € H satisfait f(A)z = px avec p & {f(\,) :
n € N}, alors < z,u, >= 0 pour tout n € N (voir IV.4 ) et donc x = 0 (voir 'exercice 4
de la série 7). D’ou p n’est pas une valeur propre de f(A).

(c) Rappel: la compacité de A assure que A\, — 0 (voir IV.10).
Comme \,, — 0, on a f(A\,) — f(0). Puisque les valeurs propres de f(A) sont exactement
les f(An), si f(A) est compact alors f(A,) — 0. Donc f(0) =0 si f(A) est compact.
D’autre part, si f(0) = 0, alors f(\,) — 0. Posons B,z = >, f(A\) < z,ur > uy,
qui définit un opérateur linéaire et borné B,,. Comme R(B,) est de plus de dimension
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finie, B,, est compact (cf le probleme 5 de la série 4). Notons encore que f(A) — B, est
un opérateur linéaire borné, || f(A) — B,|| = sup,~,, | f(Ar)| (en suivant le méme argument
qu'en (a)) et lim, o ||f(A) — B,|| = 0 puisque f(\,) — 0. Ceci montre que f(A) est
compact (cf I11.13).

3. Par définition d’une limite de Banach, F' est linéaire, liminf, . =, < F(x) < limsup,,_, Tx
et F(z) = F(Sz) pour tout x = (z1,2,...) € I, ot Sx = (v2,23,...).

En raisonnant par contradiction, supposons qu’une suite a € I}, comme dans I'énoncé existe.
Pour tout k£ € N, soit e = (0gn)n>1. Nous obtenons

n—o0

VkeN o = Zanékm = F(ek) = lim 5k,n =0
n=1

car F(§) = lim,, o &, si € converge. D’ott o = 0 et F'(§) = 0 pour tout & € [g°. Contradiction.



