EPFL - automne 2025

ANALYSE FONCTIONNELLE 1 Corrigé
Série 6 16 octobre 2025
Rappel du cours: le théoreme II1.13.

Soient des evn X et Y sur F, avec Y complet. Soient une suite {7}, },>1 C L(X,Y) et T € L(X,Y)
tels que ||T,, — T|| — 0 lorsque n — oco. Si T,, est compact pour tout n € N, alors T est compact.

Rappel: I’exercice 5 de la série 4.
Soient des evn X et Y, et soit 7' € L(X,Y). Alors T est compact si dim R(T") < oc.

1. Soit une suite bornée {z,,} C X et choisissons {z,} C Z telle que ||z, —2,||x < 1/n. Clairement
{zn} est bornée. Comme T|; est compact, il existe une sous-suite {z,,} telle que {7z, }
converge vers un certain y € Y. Nous obtenons

1
1Tz, = ylly W Tn, = Tanlly + 1720, = ylly <{ITY- 4 [[T20, = ylly =0

lorsque k — oo. Ainsi {T'z,, } converge (en fait vers y).

2. Pour n € N, définissons L, : C[0,1] — ' par

1/n 1/(n+1) 1/(n+2)
Lof = o,...,o,/ f(t)dt,/ f(t)dt,/ Ft)dt,... ),
1/(n+1) 1/(n+2) 1/(n+3)

ou les n — 1 premiers éléments de la suite sont nuls. Remarquons que L; =T et

IS o) BURTCITE IS of Copy R
T S e =W Tk 0

D’ou L, € L(C[0,1],1') et || L, || < L.
Pour n € N, soit T, ;=T — L, = Ly — L,,. Alors T,, € L(C|0,1],1') et

R(T,) C {(&) : & = 0 pour tout k > n}.

Comme I'image de T;, est un espace vectoriel de dimension finie, ’exercice 5 de la série 4 assure
que T, est un opérateur compact. Nous pouvons appliquer le théoreme I11.13 & la suite {7, } et
aT,car ||[T—T,|| =||La|| — 0, chaque T;, est compact et I' est complet. Ainsi T" est compact.

3. Pour n € N, définissons )\,(jl) par

(n) _
Ak,z =

0 si k <n,
)\k,l 81k2n

et Vopérateur linéaire L, : [*> — [* par L, = nsin, = Y o) )\5:1)51 pour tout & € N. Par le
probleme 1 de la série 4, L, € L(I?) et ||Ln||* < D700, D ien |)\§:l)|2 — 0 lorsque n — oco.
Pour n € N, soit T,, ;=T — L,. Alors T,, € L(I?) et

R(T},) C {(n) : mx = 0 pour tout k > n}.

Comme l'image de T}, est un espace vectoriel de dimension finie, I'exercice 5 de la série 4 assure
que T, est un opérateur compact. Nous pouvons appliquer le théoreme I111.13 & la suite {7, } et
aT,car ||[T—T,|| =||La|| — 0, chaque T,, est compact et [? est complet. Ainsi T" est compact.

1



L < Kfg>= /ab{/abk(s,t)f(t)dt}@ds:/jf(t){/abmg(s)ds}dt

_ /abf(t){/abk:(t,s)g(s)ds}dt —< f,Kg>

pour tous f,g € Cla, b].

5. e N(A)  Ar=0< Az, Az >=0Vye X <Az,y>=0
sWeX <z,Ay>=0c1xc R(A)*

6. Supposons que N(Ty) = {0} et soit n > 0 tel que R(T}) = R(Ty). Pour tout z € X, il
existe donc y € X tel que T{z = Ty*'y. On obtient alors T)\(Ty 'z — T{y) = 0 et donc
T/(L_I:L* = TV'y. Ainsi, pour tout x € X, il existe y € X tel que Tf‘lx = T}y, autrement dit,
R(TY™') € R(T}). Comme on sait déja (exercice 1 de la série 5) que R(Ty™') D R(TY),ily a
en fait égalité. En bref, pour tout n > 0,

R(T}) = R(I3) = R(I}™) = R(T3).

Soit k € Ny tel que R(T¥) = R(T¥*') (un tel k existe par exercice 2 de la série 5). Par ce qui
précede, on en déduit que R(TY) = R(T}), c’est-a-dire, X = R(T)).

7. Le cas n = 0 a déja été prouvé (voir I'exercice précédent et le §3.21 du cours); supposons donc
n > 1. Observons d’abord que T'(R(TY)) C R(T}): pour tout = € X,

T(TYx) = (T + N)(TYx) = T3 ((Th + A)z) € R(TY).

Comme R(T}) est un fermé de X (§3.20 du cours) et 1" est compat, T'|girp) : R(TY) — R(1Y)
est aussi compact. Par l'exercice précédent et le §3.21 du cours,

N ((T)|rayy) = {0} & R((T))|ray)) = R(TY).
Or R ((T)\)|rarp)) = R(T{). De plus N ((TA)|R(T;)) = {0} ssi
Vo e X (TA(TA%) — 0= iz = o),

autrement dit, ssi
Ve X (T/’\”lx =0& Vs = 0>,

cest-a-dire, ssi N(T¢) = N(Ty).



