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1. Clairement ¢4 est linéaire. Pour tout f € X,

|¢g | = dS

< ||f||oo/ l9(s)]ds

Dol ¢y € X* et ||6,]] < [ [g(s)|ds.

Pour n € N, posons

ng(s) si [g(s)| < 1/n,
fa(s) =
9(s)/l9(s)| i lg(s)] = 1/n
Notons que f, € X, || fulloo <1, fu(s)g(s) € [0, 00] pour tout s € [a, b],

fals)g(s) 20> |g(s)| = 5 si[g(s)] < 1/n,
fals)g(s) = lg(s)| = lg(s)] = 5 silg(s)| = 1/n

ettt = [ foloe)as = [Clolas =1 [as

Par conséquent

b b
Il 2 6,501 = [ lglds =0 —a) = [ lg(o)lds

b
et |lggll = [, lglds.
2. Posons g,(t) = {3 + > _, cosmt}. En utilisant I'indication de I'énoncé, nous obtenons

+
2 2sin 1t

1 (1 sin(n+ 3)t—sint 1 sin(n + 1)t
o (L Dy 1

T 2m  sin %t

pour tout t € [—7, 7|\{0} (et g,(0) =7 (3 +n)).

Par I'exercice 1 de la présente série, ¢, € X* et
sin(n —|—

1 ™
n|| = n(O)|dt = — dt > dt
ol = [ laatolar = 5 [Tt W/
2 sin(n + 1)t ntly=s 2 ’T(”Jr ) |sms| Z
7T/0 t ’ 7T/0 / k

D’ou sup, ey ||¢n|| = 0o. Prouvons qu’il existe f € X telle que la suite {¢,(f)} ne converge
pas. Supposons le contraire: {¢,(f)} converge et est donc une suite bornée pour tout f € X.
En appliquant le principe de la borne uniforme & I'espace de Banach X = C([—m, 7|, R) (voir
V1.3, V1.4 et aussi VI.9), nous obtenons sup,,cy ||¢n|| < 00, ce qui est une contradiction.

sin(n + l)t’

Sll’l

Conclusion: la série de Fourier d’une fonction continue f : [—m, 7] — R ne converge pas
nécessairement en 7 = 0 (!).



3. Remarquons d’abord que go T : X — [ est bien linéaire et continue en tant que composée
de deux applications linéaires et continues, et donc T"¢g est bien dans X*. De plus, pour tout
reX,

((T"g) ()| = 1g(Tx)| < ||g]
et donc [[T"g||x- < ||T|zxv)llg]ly+ pour tout g € Y*. Puisque T" est clairement linéaire (en
g), ceci montre que 7" € L(Y™*, X*) et que ||T"||zv+x+) < [|T||zxy) -

Tzlly <|lg]

v+ v [T lecx ozl x

Réciproquement, choisissons xy quelconque dans X et montrons que

I Tzolly < 1Tl zrexs) llwol Lx

ce qui établira I'inégalité ||T'||zxy)y < ||T'||zv+x+) puisque o est arbitraire. Si Tzy = 0,
c’est évident et supposons donc que Txy # 0. La Proposition V.14 donne G € Y* telle que

|G|y = 1 et G(Txo) = ||Txo|]y . Dot
[[Txolly = G(T'zo) = (T'G)(z0) < |1 T'G|lx+ |20l |x < 1Tl 2cv+.x) |Gy~ [|0] | x
= |IT"]| v+ x4 |zol x

4. Soit A\, As € F et y1,y2 € Y. Alors, pour tout x € X,

< ZE,T*()\lyl + /\QyQ) >x=< Tx, /\1y1 + )\gyg >y = )\_1 < Tl’,yl >y —|—)\_2 < Tx,yg >y
=\ < x, Ty >x +Ag < z, T Yy >x=< 2, T y1 + XoT y2 >x ,
<z, T*(Myr + Xay2) — Ty — MoT ye >x=0

et, en choisissant z = T*(A1y1 + Aay2) — MT*y1 — ATy, on obtient la linéarité de T*:
T*( My + Aaya) = M Ty + AoT*ys. Si F =R, on peut omettre la conjugaison complexe.

Pour tout y € Y, on a
VeeX | <z, Ty>x|=[<Txy>y [ <|[T|[=]lx]ylly -

En choisissant = = Ty, on a done ||T*yl1% < I71/11T*yllxllylly et ITsllx < 1Tl lylly. Do
T € L(Y,X) et ||T*|| < ||T||. Les normes de T" et T™* sont ici simplement notées par ||T|| et
71l

De méme, pour tout x € X, on a
VyeY [<Twy>y|=[<z,Ty>x|<|zllxITyllx <[zl T[] lylly -

En choisissant y = T'z, on a donc ||Tz|[ < [[z||x||T*[| [|Tz]|y et ||Tz|ly < ||T*||[]z|lx. D'on
T < [IT7]].

5. Notons par m(A) la mesure de Lebesgue de I’ensemble mesurable A. Alors I'ouvert
Un = Ugen Jgr — 27 *F, g + 270
satisfait m(U,) < > o, 2% = 27" Comme E C U,, on a m(E) < 2'™" pour tout n € N
et donc m(F) = 0.
Clairement Q C U, pour tout n € N, Q C F et donc E est dense.

Si F était maigre, R\E D N,enV;, pour une certaine famille {V}, : n € N} d’ouverts denses, et
donc

D =EN(R\E) D (MuenUn) N (MpenVi) -

Ainsi 'ensemble vide serait une intersection dénombrable d’ouverts denses, en contradiction
avec le théoreme de Baire appliqué a ’espace métrique complet R (muni de la distance usuelle).



