EPFL - automne 2025

ANALYSE FONCTIONNELLE I Corrigé

Série 12 4 décembre 2025

1. Soit un espace de Banach (X,|| - ||) de dimension infinie. Supposons par contradiction que
{en}nen est une base algébrique et soit le sous-espace vectoriel Vi engendré par e, ..., ey,
pour N € N. Comme Vy est de dimension finie, Viy est un sous-ensemble fermé de (X, || - ||)

3.

(voir l'exercice 3 de la série 3). De plus X = UyenVn. Comme X n’est pas maigre (c’est
une conséquence de la complétude de X et du théoreme de Baire), il existe N € N tel que Vy
contient une certaine boule B(zy,€) avec zp € X et € > 0. Comme —zy € Vi, on en déduit
que B(0,¢) C Vy et X C Vy, ce qui contredit le fait que X est supposé de dimension infinie.

Pour n € N, définissons ¢,, : [? — F par ¢,,(§) = > ;_; au pour tout £ € IP. Par le théoreme
V.3, ¢n € (IP)* et ||dn]|ary = {dpey lowl9}/9. Par hypothese, {¢,(£)}n>1 est bornée dans F
pour tout £ € [P. Nous pouvons faire appel au principe de la borne uniforme (V1.3 et V1.4, [?
étant complet) et en déduire que sup,,cy ||dn /@) < 00. Dol

n l/q
lallg =sup< S lanlt = sup|[gl sy < 0
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(a) Clairement ¢, : X — F est linéaire. De plus, pour tout f € X,

6a(F)] = |n / 1 g(nt)f(t)dt] < / nglnt)| F(B)dt < { / 1 n292<nt>dt}l/2 1112
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par l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (C([—1,1],R), < -, - >). Ainsi
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x+ < n{/ gQ(nt)dt}
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En choisissant f(t) = ng(nt) sur [—1, 1], on obtient d’autre part

On € X™ et ||l

1 1 1/2
@ [ @it =160 < lignllx- 151l = lignl- {n / gﬂ<nt>dt}
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|| @nl|x- > {n2 /_1 gQ(nt)dt}l/2 = \/ﬁ{/n g2(5)ds}1/2 00
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et done

lorsque n — oo.

(b) Choisissons f quelconque dans X. Alors

6ul) = 100 =|u [ gtutrs(0e —n [ g(mf)f(O)dt‘

car n [, g(nt)dt = [ g(u)du = 1 par hypothese, et donc
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6u(f) — F(0)] < ‘n [ amria - f(O)}dt‘ ol [ gtonar
—1/vn t|>1/v/n

< mas 176)— f(0) {n / g(mf)dt} rollflle [ o0

lorsque n — oo, par la continuité de f et le fait que lim,,_, f|u‘> \/ﬁg(u)du = 0. Ceci
prouve que lim,, o ¢, (f) = f(0).

Si (X, ]]-||2) était complet, le principe de la borne uniforme (cf V1.3, V1.4 et VI.9) et la seconde
partie impliqueraient sup,, ||¢n||x+ < 00, ce qui contredirait la premiere partie.




4.

()

(b)

Pour tout g € Y*, on a bien g(Tz,) = (9o T)(z,) = (goT)(x) = g(Tx) car go T € X*
et x, w—>k xT.

Remarquons d’abord que {Jz,} converge faiblement* vers Jz, ou J : X — X™ est
I'injection canonique. En effet, pour tout f € X*, (Jx,)(f) = f(z,) — f(z) = (Jz)(f).
Comme X* est complet, le principe de la borne uniforme de Banach-Steinhaus (cf VI.3,

VI.4 et aussi VI.9) assure que {Jz,} est bornée dans X** et qu’ainsi {x,} est bornée dans
X puisque J est une congruence entre X et R(J).

Supposons 1" compact et x, “§ 7. Comme T est continu, Tz, “§ T dans Y (voir
la premiere partie). Supposons par l'absurde que {T'z,} ne converge pas vers Tz dans
Y. Alors limy_ o ||T®y, — Tz|ly > 0 pour une certaine sous-suite {z,, }. Comme T est
compact et {z,, } est bornée dans X (voir la seconde partie), il existe une sous-suite {xnk]}

telle que {T:L’nkj} converge dans Y vers un certain y € Y. Comme Tz, “§ To dans Y, on

a aussi Tz, “Y T2 dans Y et donc y = Tx. Ainsi {T'z,, } converge vers Tx dans Y, ce
J J
qui contredit lim;_, HTa:nkj —Tz|ly > 0.



