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Chapitre 0

Introduction : les limites de
Banach

Durant ce cours, nous utiliserons les notations suivantes :
e N={1,2,3,4,...};
e F=RouC;

e Pour désigner une suite nous utiliserons indifféremment les notations
(an)nEOa (an)nzb {an}n207 {an}nzla (an)> {an}> etc.
Soit Ix° I'ensemble de toutes les suites bornées de nombres réels,
c’est-a-dire que z = (zn)n>1 € IF si , € R pour tout n € N et si
SUp,en |Zn| < 00. Si nous munissons [3° des opérations suivantes, alors c’est
un espace vectoriel sur R :

L4 (xn)nZl + (yn)nzl = (l'n + yn)nzl )
L4 a(ﬂfn)n21 = (amn)nZM

pour tout z,y € Ig° et a € R, I'élément nul étant la suite identiquement nulle.
Le sous-ensemble ¢ des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de
Iz, et I'application
r+— lim z,
n—oo
pour tout x € ¢ est linéaire, c’est-a-dire que

lim (z, + yp) = lim z, + lim y, et lim az, =« lim z,
n—oo n—o0 n—o0 n—oo n—o0

pour tout z,y € c et a € R. Nous pouvons alors étendre ce concept de limite
a toute suite dans Ig° grace a la définition suivante ; une limite de Banach
est une application F': [7 — R telle que :



(i) F est linéaire;
(i) liminf, o0 2y < F(x) < limsup,,_,o, Tn, pour tout z € I3°;
(ili) F(x) = F(Sx), pour tout x = (1,22, ...) € Iy°, ou Sx = (x2, 23, ...).

Remarques :
e limsup,,_,. satisfait les conditions (ii) et (iii), mais n’est pas linéaire.
En effet nous avons

limsup(—1)" +limsup(—1)""! = 2 # 0 = lim sup{(—1)" + (—=1)""}.

n—oo n—o0 n—oo

e La condition (ii) assure que F'(z) = lim,_,o Zp, pour tout z € c.

e Nous prouverons plus tard l’existence d’une limite de Banach (non
unique). Stefan Banach (1892-1945) est I'un des fondateurs de I’Ana-
lyse Fonctionnelle.

Une fonctionnelle (linéaire) est une application linéaire f : X — F d’'un
espace vectoriel X sur F dans F. Cette terminologie est surtout utilisée
lorsque X est de dimension infinie.

Exemples : Les applications = + lim,_,o zp, pour = € ¢, et x — F(z),
pour x € Iz, sont des fonctionnelles sur c et I°.



Chapitre 1

Rappels et notions de base

1.1 Les espaces topologiques.

Un espace topologique (X, 7) est un ensemble X muni d’une famille 7 de
sous-ensembles de X, appelés les ouverts de X, telle que

(i) @ et X sont ouverts;
(ii) toute union d’ouverts est un ouvert;
(iii) toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

T est appelé un topologie (sur X). On dit alors que (X, T) est séparé, ou
de Hausdorff, si pour tout a,b € X tels que a # b,

JAecT, 3BT telsqueac A, be Bet ANB = 0.

Soient deux espaces topologiques (X,7) et (X', T7’). Une application f :
X — X'/ est dite continue si, pour tout U € T,

FFlU)={aeX: fla)eU}eT.

1.2 Les espaces métriques.

Un espace métrique (M,d) consiste en un ensemble M # () muni d’une
fonction d : M x M — R (la métrique ou distance) telle que

(i) d(a,b) > 0 avec égalité si et seulement si a = b;

(ii) d(a,b) = d(b,a);



(iii) d(a,c) < d(a,b) 4+ d(b,c) (inégalité du triangle),

pour tout a,b,c € M. La topologie Ty associée & la métrique est définie par
A€eTg si Vae A, Ir€]0,00] tel que B(a,r) C A,

ou B(a,r) = {x € M : d(xz,a) < r} est la boule de centre a et de rayon
r. En fait, on vérifie que B(a,r) € Ty. L’espace topologique (M, 73) est de
Hausdorff : pour a # b dans M, on a B(a,e) N B(b,€) = 0 avec € = 1d(a,b).
En effet, si € B(a,€) N B(b,¢€), on obtiendrait la contradiction

1
0 < d(a,b) <d(a,z)+d(z,b) <e+e= id(a, b).

Si d(ap,a) — 0, on dit que la suite {a,} C M converge vers a € M, et on
note lim,,_,- a, = a ou a, — a.

Si (M,d) et (M’,d’) sont deux espaces métriques, f est continue de (M, Tg)
dans (M’',Ty) si et seulement si f(a,) — f(a) chaque fois quune suite
{an} C M converge vers un certain a € M.

La métrique produite sur M x M’ est définie dans ce cours par

dr((a,d"), (b,1)) = \/d(a,b)2 + d'(a/, V2.

C’est bien une métrique. De plus (an,al,) — (a,a’) dans (M x M’ ,d,) (cf
définition ci-dessus) exactement lorsque a,, — a dans (M, d) et a), — o’ dans
(M, d).
On dit que {ap }nen est une suite de Cauchy dans (M, d) si

Ve > 0, 3N € N tel que Vm,n > N, d(am, a,) < €.
Toute suite convergente est de Cauchy. Si (M, d) a la propriété que toute
suite de Cauchy est convergente, on dit que (M, d) est complet.

1.3 Proposition.

Soient un espace vectoriel V sur F et une métrique d sur V. Si
(i) d(x + z,y + z) = d(z,y) (invariance par translations) ;
(ii) d(Az,0) = |A|d(zx,0),

pour tout x,y,z € V et A € F, alors les applications

(,y) 2 z+y et (A\z)—= A\

sont continues sur V x V et F x V munis des métriques produites (F étant
muni de la distance usuelle).



Démonstration. Il nous faut donc montrer ici que 'addition et la multipli-
cation par un scalaire sont deux fonctions continues. (V,d) étant un espace
métrique, nous allons montrer ceci grace a la notion de continuité séquentielle
rappelée précédement. Si z, — x et y, — y dans (V,d), alors

0

IN

Ay + Yn,x +y) < d(@p + Yn, Tn +y) + d(xn + y, 2+ 9y)

—~
.
~

Ad(Yn,y) + d(zp,z) = 0,

et donc x,, + ¥y — =+ .
Si z,, — 2 dans (V,d) et A, — X dans F, alors

0 < dMzp, Az) < d(Axn, Apz) + d(Apx, Ax)
O dnzn — Az, 0) + dOnz — Az, 0) 2 Dald(zn — 2,0) + [An — Ald(z,0)
O \ald(@n, ) + [An — Ald(z, 0) — 0,

et donc A\,z, — Ax. ]

1.4 Les espaces vectoriels normés.

Un espace vectoriel normé (evn) (X, ||.||) est un espace vectoriel X sur
F muni d’une norme ||.|| : X — R qui vérifie, par définition,

(1) [|z|| > 0 avec égalité si et seulement si x = 0;

(if) IAzf| = [Alll]l

(ili) ||z + yl| < [lz| + ||y]| (inégalité triangulaire),
pour tout z,y € X et A € F. Elle engendre la métrique d(z,y) := ||z — y||,
et la topologie 7y associée a cette métrique est notée 7).
La métrique ainsi engendrée vérifie (i) et (i7) du paragraphe 1.3. De plus

Il : X — R est continue.
Si (X, d) est complet, on dit que (X, ||.||) est un espace de Banach.

1.5 Remarque

Si une métrique d vérifie (7) et (#¢) du paragraphe 1.3, alors ||z|| := d(z,0)
définit une norme.

10



1.6 Les espaces préhilbertiens.

Un espace préhilbertien (X, < .,.>) sur F est un espace vectoriel X sur
F, muni d’un produit scalaire < .,. >: X x X — F tel que, par définition,

(i) <z,y>=<y,z>;

(ii) < z,x >> 0 avec égalité si et seulement si z = 0;

(iil) < ax + By, z >=a<z,z2 > +0 < y,z >,
pour tout z,y,z € X et «, B € F. Lorsque F = R, le conjugué complexe peut
étre omis dans (i).
En posant ||z|| := /< z,x >, on obtient une norme |||, dite engendrée par
le produit scalaire. Elle engendre & son tour la métrique d(z,y) := ||z — y||

et la topologie 74, que I'on note aussi 7<_ > ou encore 7| .
L’inégalité de Cauchy-Schwarz suivante est alors valable :

| <y > <|lzlllyll,

pour tout x,y € X. Si l'espace métrique engendré (X, d) est complet, on dit
dans ce cas que (X, < -,- >) est un espace hilbertien ou de Hilbert.

1.7 Base algébrique, dimension, base de Schauder.

Soient un espace vectoriel V et A C V.

(a) Le sous-ensemble A est dit linéairement indépendant si tout sous-
ensemble fini de A est linéairement indépendant.

(b) L’espace vectoriel engendré par A, noté span A, est 'ensemble
de toutes les combinaisons linéaires obtenues a partir de tout sous-ensemble

fini de A.

(c) Un ensemble linéairement indépendant A tel que span A = V est
appelé une base algébrique de V' (ou base de Hamel).

(d) V est de dimension finie si et seulement si V' admet une base
algébrique A de cardinalité finie. Sinon, V est dit de dimension infinie.

Remarque : Si V est de dimension finie, toutes les bases algébriques ont
meéme cardinalité, appelée dimension de V' et notée dimV.

11



(e) Soit (X, ||.||) un evn. Une suite {e, }neny C X est dite base de Schau-
der si, pour tout x € X, il existe une unique suite {a,}peny C F telle que
limp, o0 |2 — 2% ajej]| = 0. On note alors z = -

jEN @565

12



Chapitre 2

Exemples et quelques
inégalités

2.1 Le théoreme d’approximation de Weierstrass.

Soient a,b € R tels que a < b et soit F = R ou C. Alors, pour toute fonction
continue f : [a,b] — F et pour tout € > 0, il existe un polynéme p : [a,b] — F
tel que max ey | /() — p(z)] < .

Démonstration. Voir le cours d’Analyse Avancée IV. O

2.2 L’espace euclidien/hermitien F" (n > 1).

Pour x = (z1,...,x,) et y = (y1, ..., yn) dans F", soit
n
<z,Y >= Z:ijj
j=1

(si F = R, on peut omettre le conjugué complexe). Alors (F", < .,. >) est
un espace de Hilbert.

2.3 L’espace (C([a,b],F),|.]|s)-

Pour a < b dans R, soit I’ensemble C/([a, b],F) des fonctions continues f :
[a,b] — F (on note aussi simplement Cfa,b]). C’est un espace vectoriel sur
F (=R ou C), avec

(f+9)() = f{) +9(t) et (af)(t) = af(t),

pour tout ¢ € [a,b], f,g € Cla,b] et « € F
La norme du max est définie par

Il = sup 17(0)] = max ()

13



Au cours d’Analyse Avancée II, on a vu que (Cla,b],||.]|s) est un espace
de Banach. De plus il est séparable, autrement dit il existe un ensemble
dénombrable et dense D C Cla, b] (cf série 2).

2.4 L’espace (C([a,b],F), < .,.>).

Cette fois, Cla,b] (ol —00 < a < b < 00) est muni du produit scalaire

b
<fyg >:—/ f(t)g(t)dt.

De nouveau, lorsque F = R, le conjugué complexe peut étre omis. On laisse
en exercice le fait de vérifier que c’est bien un produit scalaire.

La norme engendrée est souvent notée ||.||2. Muni de ce produit scalaire,
(C([a,b],F), < .,.>) est séparable (cf série 2), mais pas complet. On notera
aussi (Cla, b, < .,.>).

2.5 L’espace (Ig°, ||-|lc)-

On définit I3° comme l'ensemble des suites £ = (£,)n>1 C I telles que
SUp,en [€n] < 00. Pour £ € [3°, on pose

[[€lloc == sup [&nl.
neN

Nous admettrons que (I5°, ||.||) est un espace de Banach. Il est de dimension
infinie, mais pas séparable (cf série 2). On notera également (I°°, ||.]/c0)-

2.6 Les espaces (IL,|.],), p € [1, o0l

Pour 1 < p < oo, & est 'ensemble des suites £ = (§,)p>1 C F telles que
Yoo [&nl?P < co. Pour £ € IE, on pose

€]l = (Z \@#’) :
n=1

Nous admettrons que (If, ||.|lp) est un espace de Banach. On note aussi

@2, [I-[1)-

2.7 Exposants conjugués.

On dit que p, q € [1,00] sont des exposants conjugués si
1 1

S+ =1
P oq

14



On utilise ici la convention que 1/00 = 0. Observons que si 1 < p,q < o0,

onaalorspg=p+gq,(p—1)g=pet (p—1)(¢—1) =1. On note p' := q et
/

q :=p.

2.8 Inégalité de Young.

Pour tout z,y > 0 et 1 < p < 0o, nous savons par le cours d’Analyse IV que

p p
En posant alors z = aP et y = W' avec a,b > 0, on obtient I'inégalité de
Young

ab b
p p

2.9 Les espaces Ly(a,b) (cf Analyse IV).

Soient —oco < a < b < 4o00. Pour f :]a,b[— R mesurable, on pose

112 = ( | b\f(x)\pdx)p & [0, ]
sipé€[l,o0], et
Ifllz = supess{|f]} = inf{a € [0,00] : |()] < @ . } € [0, 00].
On note
18(a,b) := {f :Ja, bl R mesurable telle que ||| < oo}

pour p € [1,00]. On pose également la convention que deux fonctions égales
presque partout sont identifiées.

Alors (LE (a, b), ||| I3 ) est un espace de Banach sur R (voir le cours d’Analyse
IV). On notera aussi L”(a,b), ||.||ze, ||-|Ip-

2.10 Inégalités de Holder et de Minkowski dans
L% (a,b) (cf Analyse IV).
Holder : Si f € Li(a,b) et g € L%(a, b) avec p € [1,00], alors fg € Lk (a,b)

et
1Fgllcy < WA lzeligll -

Minkowski : Si f,g € LE(a,b) avec p € [1,00], alors f + g € LE(a,b) et
1+ gllze < e + lgllze.

L’inégalité de Minkowski s’interprete comme étant 'inégalité du triangle
dans L (a,b).

15



2.11 Les espaces L.(a,b).

Soient —oo < a < b < +oo. Une fonction f :]Ja,b[— C est mesurable si,
par définition, f = f; + ify avec f1, f2 :]a,b[— R mesurables. Dans ce cas,
|f| :]a,b]— R est aussi mesurable. Pour p € [1, 00|, on pose alors

11z = 111 llzg € [0, 00],

et
L.(a,b) := {f :Ja,b[— C mesurable telle que HfHL?’é < 00}

On pose également la convention que deux fonctions égales presque partout
sont identifiées.
En particulier, on a f € Li(a,b) ssi f1, fo € Li(a,b), auquel cas on définit

/ab f(z)dz := /ab fi(x)dz +i/ab fo(x)da.

Pour f € L{(a,b) et g € Lg(a, b), on obtient que fg € Li(a,b) et

§2.10
1 glley = W1l ey < ATy gl = WAl 2 llgll

et donc 'inégalité de Holder reste valable. Il en va de méme pour 'inégalité
de Minkowski. Il en résulte alors que (L%.(a,b), ||| e ) est un evn sur C et
c’est méme un espace de Banach (comme lorsque F = R). On notera aussi
LP(a,b), ||.|zr, ||.|lp, comme dans le cas réel.

2.12 Propriétés des espaces [”.

Pour p € [1,00], (I, ]|-|lp) est un espace de Banach. De plus on a également

Holder : Sifelletne lg, alors

oo
> L&l < 1€llplInlly-

n=1

Minkowski : Si & el et nelf, alors { +n € lf et

1€+ nllp < [1€llp + lInllp

2.13 L’espace de Hilbert 2.
Dans [?, considérons < .,. >: 12 x [> — F défini par

<& >i= Zéjﬁj

jeN

16



(lorsque F = R, le conjugué complexe peut étre omis). L’'inégalité de Holder
pour p = 2 donne

o1& =D 1] Ingl < llgllzlmllz < oo

jEN jEN

et donc < &, >= lim, 2?:1 §;m; existe dans F (cf série 2, exo 3).
On vérifie facilement que < .,. > est un produit scalaire. Comme

<&E>=) 1517 =l€l3

JjeN

pour tout € € 12, < .,. > engendre la norme ||.||2 du paragraphe 2.6. Comme
(12, |I.l2) est complet, (I2,< .,. >) est un espace de Hilbert.

2.14 L’espace de Hilbert L?(a,b).

Dans L?(a,b), la norme ||.||;2 est engendrée par le produit scalaire
<.,.>: L?*(a,b) x L*(a,b) — F suivant :

b
<f.g >:=/ f(a)g(z)dz,

ou le conjugué complexe peut étre omis si F = R. L’inégalité de Holder
donne

b b
/ fglde = / Fllglde < 1fllzllgll e < oo,

et donc < f,g >€ [ est bien défini.

Comme (L?(a,b), ||.||z2) est complet, (L?(a,b),< .,. >) est un espace de
Hilbert. C’est le complété de (Cla, b, < .,. >) (cf paragraphe 2.4) lorsque
—00 < a<b< +oo.
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2.15 Résumé.

Notations Complet 7 Séparable? Inégalités (en plus de la triangulaire)

(F™, < .,.>), F" Oui Oui Cauchy-Schwarz, Young

(C(la, b, F), []-l]oo);

(Cla, 0], [|-]]s0),
Cla, b],
—o<a<b< 4o Oui Oui

(C([a,b],F), < .,.>),

(Cla,b], < ... >),

Cla, b],

—00 < a<b<+00 Non Oui Cauchy-Schwarz

125 -lloo)s Minkowski (=triangulaire)
(1% || lloo ), 1° Oui Non Holder (en relation avec [

(1% I111p) s @ 1-11p),
P, pel, o0 Oui Oui Holder, Minkowski

L (a,b), LP(a,b),
Il.llzes ||-lp, p € [1,00] | Oui Holder, Minkowski

Li(a,b), LP(a,b),

Il.llze, |-lps p € [1,00] | Oui Holder, Minkowski

12 Oui Oui Cauchy-Schwarz, Minkowski
L?(a,b),

—o<a<b< +0 Oui Oui Cauchy-Schwarz, Minkowski
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Chapitre 3

Opérateurs linéaires

3.1 Opérateurs linéaires et bornés.

Soient des evn (X, |.|lx) et (Y, ||.|ly) sur le méme corps F. Un opérateur
linéaire L : X — Y est une application telle que

L(alazl + OQI‘Q) = ai1Lx1 + asLxs

pour tout ay, 0 € F et z1, 29 € X. On note aussi L : (X, ||.]lx) = (Y, ].lv)-
L’image de L est définie par

R(L):={Lzx:z e X} CY,
et le noyau de L par
N(L):={x e X :Lx=0} C X.

Ces deux ensembles sont des sous-espaces vectoriels. Un opérateur linéaire
L: X — Y est borné si, par définition,

M € [0,00[ tel que Vo € X, ||Lz|ly < M||z|x.
On utilise aussi les notations N (L) = ker(L) et R(L) = im(L) = range(L) =
rge(L).
3.2 Exemple : les opérateurs intégraux.

Soit —0o < a < b < oo et k € C([a,b]?,F). Pour f € C([a,b],F), on définit
la fonction K f € C([a,b],F) par

b
(K F)(s) :_/ k(s O f()dt, s € [a,b).

Alors
K : (Cla,bl, < .,.>) = (Cla,b], < .,. >)
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est linéaire et borné.
Vérifions 'aspect “borné” :

IKfE = /ab /abk<s,t>f<t>dt2dsg /ab(/ab|k<s,t>||f<t>|dt)2ds
<’ /ab (/:|k(s,t)|2dt/ab|f(t)]2dt) ds
_ /ab/ab\k(s,t)\gdsdt/ab]f(t)\zdt.

On peut choisir M = (f; f: |k(s,t)|?dsdt)'/? dans la définition du para-
graphe précédent, on obtient alors que |K f|l2 < M| f|l2 pour tout f €
Cla,b].

Remarque. De méme, K : (Cla,b], ||.||cc) = (Cla,b], ||.|loc) est borné. Voir
la série 3.

3.3 Opérateurs linéaires continus.
L’opérateur linéaire T': (X, ||.|[x) — (Y, ||.|]y) est dit continu en = € X si

Tz, — Tz dans (Y, ||.||y) chaque fois que z,, — = dans (X, ||.||x)-
Si T est continu en tout x € X, on dit que T est continu (sur X).

3.4 Théoreme.

Pour un opérateur linéaire T' : X — Y, les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(a) T est borné;

(b) T est continu;

c) T est continu en un point ;
(c) point ;

(d) sup{||Tz|ly :z € X, ||z||lx <1} < o0.
Démonstration. (a) = (b) : Soit M € [0, 00| tel que, pour tout x € X,
[Tz]ly < Mlz]x.
Pour tout p € X et toute suite {z,} C X telle que 2, — p, on a

[Tzn = Tplly = [T (zn — p)lly < M|z —pllx =0,
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d’ou Tz, — Tp.
(b) = (c) : Evident.

(¢) = (d) : Supposons qu'’il existe p € X tel que Tx,, — T'p pour toute
suite {z,} C X telle que =, — p. Par labsurde, supposons aussi que
sup{||[Tzlly : = € X, ||z][x < 1} = oo. Il existe donc {z,} C X telle
que ||zn]lx <1 et lim, o0 | T2y = co. Posons

Zn

! 1T znly

On obtient z,, — p, mais ||Tz, — Tp|ly = |T(zn/||Tz0lly)|ly = 1, qui ne
converge pas vers 0. Nous avons donc obtenu une contradiction.

(d) = (a) : Pour = # 0,
]l x

T
ITaly = HT( )
Er

< sup |[Tz|yllz]x = Mz x,
[zl x <1

o M = sup|; <1 [[T#|ly. Ceci reste vrai pour = = 0. O

3.5 Norme d’un opérateur linéaire et borné.
Si L: X — Y est linéaire et borné, sa norme est définie par

|L|| = sup |Lz|ly <oo (cfthéoréme 3.4).
llzllx<1

Exemple : au §3.2, Uopérateur K : (Cla,b],< .,. >) = (Cla,b],< .,. >)
satisfait [|K|| < M = {[* [7|k(s,t)]2ds dt}"/2
3.6 Proposition.

(a) Soit L : X — Y un opérateur linéaire borné. Alors, pour tout x € X,
[ Lally < [|L|f]]|x-

(b) Soient deux opérateurs linéaires bornés L, T : X — Y. Alors L+ T :
X — Y, défini par (L+T)x = Lx+Tx (pour tout x € X), est un opérateur
linéaire borné. De plus on a que ||L + T|| < ||L|| + ||T]].

(c) Soient deux opérateurs linéaires bornés L : X - Y et T:Y — Z.
Alors T o L : X — Z est un opérateur linéaire borné et ||T" o L|| < ||T)|||L||-
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Démonstration. (a) Siz # 0, alors ||Lz|ly = || L(z/||z||x)|lv|=|lx < || L||||=] x-
(b) Pour tout z € X,

I(L + T)zlly [Lz|ly + 1 T2y

ILIzlx + 1T Hl2lx = (L1 + 1T ]|l

VANVAN

On en conclut donc que L + T est borné et

IL+T] = sup [|(L+T)xlly <L+ [T]
llzflx <1

(c) Pour tout z € X,
(a) (a)
I(Te L)xllz < Tl Lally < ITNIL]x-

On en conclut donc que 1" o L est borné et

[To Ll = sup [[(ToL)xllz <[T[[L]-

[l x <1

3.7 L’ensemble L(X,Y).

Soient des evn (X, ||.||x) et (Y, ].][y) sur F. On note alors £(X,Y") 'ensemble
des opérateurs linéaires bornés L : X — Y. Notons que c’est un espace vec-
toriel sur F :

e le vecteur nul est L = 0 sur tout X,

o (L+T)x := Lx+ Tz pour tout x € X,

e (aL)x := aLz pour tout x € X et pour tout « € F.

Muni de la norme [|L|| = supyy <1 [Lzlly, (L(X,Y),[.][) est un evn (a
vérifier!). Si X =Y, on note aussi £(X) a la place de L(X, X).

3.8 Théoreme.

Si Y est un espace de Banach, alors (£L(X,Y),].||) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit une suite de Cauchy {7} C L(X,Y), c’est-a-dire que

Ve>0,3IN eNtel que Vm >N ,¥n> N, | T — T < e
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Pour tout z € X, {T,,x} est une suite de Cauchy dans Y, car
[Thz — Tmzlly = [[(Tn — To)zlly < | Tn — Tnllllz] x-

Comme Y est complet, {T,,x} converge vers une certaine limite, notée Tz €
Y. Ceci étant valable pour tout x € X, ceci définit un opérateur linéaire
T: X — Y (vérifier sa linéarité).

Fixons maintenant € > 0. On sait alors qu’il existe N € N tel que

Ym>N ,Vn>N Vee X, |(T,—Tnzly <e€lz]x (cf§3.6 (a)),
qui s’écrit aussi
Vm>N VeeX ,Vn>N, |[(T, —Tn)x|y <e€|z|x-
Pour x et m fixés, on laisse tendre n vers I'infini, ce qui donne

Vm >N, Vze X, (T —Tn)zlly <elz|x.

~

Cette derniere inégalité montre que 7' — Ty est borné, et donc T = (T —
Tn) + Ty est borné (cf §3.6 (b)). On a montré que

Ve >0, 3N e Ntel que Vm > N | ||T — Tp|| < e,

et donc T}, — T dans £(X,Y). O

3.9 Théoréme (série de Neumann).

Soient un espace de Banach X, Popérateur identité [ : X — X, T € L(X) et
|7 < 1. Alors S := limp 00 )7 T existe dans £(X) (ot T7 représente
I'opérateur T' composé j fois avec lui méme, et 70 = I) et (I —T)o S =
So(I-T)=1.

Autrement dit, I — T est inversible, (I —T)~! = S € L£(X), et finalement
I =)~ < 1/(1 = || T|).

Démonstration. Soit S, = > 7_yT/. Par la proposition 3.6, ||T7]| < ||T|’.
Pour m > n, nous obtenons

1Sm—=Sull = 1l > /< > IT< Y ITIY

j=n+1 j=n+1 j=n+1
m—(n+1) 1
= |TI"" > HTHJSHTHHHTHTH-
=0

Etant donné e > 0, choisissons N € NU {0} tel que ||T||V*/(1 —||T|) < e
(possible car ||T|| < 1). Pour tout m > n > N, on obtient donc ||.S,, — Sy || <
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€. Ainsi {Sy, }n>0 est une suite de Cauchy dans £(X) et converge donc vers
un certain S € L£(X) (cf §3.8). De plus | T"|| < ||T'||™ — 0 quand n — oo.
En prenant la limite lorsque n — oo dans

n n+1
(I—T)oSnZSno(I—T):ZTj—ZTj:[_T”+1’
7=0 7j=1

on obtient (I —T)oS = So (I —T) = I. Nous avons aussi utilisé ici les
égalités

lim (I-T)oS,=I—-T)oS et lim Sp,o(I-T)=So(I-T)

n—oo n—oo

dans £(X), sachant que lim,,_, S, = S dans £(X). En effet on a :

0 < lim|[[({-T)oS,—(I—-T)oS]|

n—0o0
Jim [[(7 =T) o (S, = S)|| < Tim [T = T|[Sn = S[| =0
et
0 < 1i_>m |Spo(I—T)—So(I—-T)|
= Tim (S, —8) o (I ~T)| < lim |15, — S| ~T] =0.
Finalement,

n
. 1
el 1 < 1 J = —
15[} = lim [[Sn[| < lim _EOIITI T[T
]:

3.10 Théoréme.

Soit un espace de Banach X. Alors I’ensemble
{L e L(X): L™ existe dans £(X)}
est ouvert dans £(X).

Démonstration. Preuve dans le cas X # {0} : soit un opérateur L € L(X)
inversible dans £(X), et soit T € £(X) tel que |[L — T < 1/|| L7
Observons que T =L — (L—T)=Lo{l -~ L to(L-T)}.

Comme ||[L7Y o (L —T)|| < ||L7Y|IL — T|| < 1, le théoreme 3.9 assure que
I— L Yo(L—T) est inversible dans £(X). D’ou T = Lo{I— L 'o(L-T)}
est inversible, son inverse étant donné par 7! = {I— L~ 1o(L—T)} 1o L™!,
qui est bien un opérateur borné en tant que composition de deux opérateurs
bornés (cf §3.6(c)). O
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3.11 Opérateurs compacts.

Soient deux evn X et Y sur F. Un opérateur linéaire T' : X — Y est dit
compact si, pour toute suite bornée {z,} C X, la suite {T'z,} C Y admet
une sous-suite convergente.

3.12 Proposition.

Soient deux evn X et Y. Tout opérateur linéaire compact T : X — Y est
borné.

Démonstration. Supposons que T : X — Y n’est pas borné. Il existe donc
une suite {x,, } C X telle que ||z, ||x < 1 pourtout n € Net lim,,_o0 ||Tzy|ly =
oo (cf théoreme 3.4). Comme {Tx,} n’a aucune sous-suite convergente, T’
ne peut étre compact. ]

3.13 Théoréme.

Soient des evn X et Y sur F, avec Y complet. Soient une suite {1}, }n>1 C
L(X,)Y)etT e L(X,Y) tels que || T, — T|| — 0 lorsque n — oo. Si T, est
compact pour tout n € N, alors 7" est compact.

Démonstration. Soit une suite bornée {z,,} C X, c’est-a-dire que
Jdc €]0, 00[ tel que Vm € N | ||z |lx < ec.

Comme 77 est compact, {z,,} a une sous-suite {z1,,} telle que {T1x1,m}
converge dans Y.
Comme T3 est compact, {z1,,} a une sous-suite {x2,,} telle que {Trxam}
converge dans Y.
En continuant ainsi, on obtient une sous-suite {xy, m }m>1 de {zp,} telle que
{Txnm}m>1 converge, ceci pour chaque n € N. De plus {2y, mm }m>1 est une
sous-suite de {Zp—1m}m>1 pour tout n > 2.
La sous-suite diagonale {2, }m>1 = {Tm,m}tm>1 est telle que {2y }m>n est
une sous-suite de {Zp m }m>n pour chaque n € N. Ainsi {7}, 2, }m>1 converge
dans Y pour chaque n € N.
Fixons € > 0 et soit p € N tel que ||T — Tp|| < ¢/(3¢). Comme {Tpzpm }m>1
est une suite de Cauchy (car elle converge), il existe N € N tel que pour
tout j,k > N, || Tpz; — Tpzi|ly < €/3. Dot

Tz — Tzlly < [[(T—Tp)zlly + 1Tp(z5 — 26)lly + [(Tp — T)zelly

ic + g + ic =€

si j,k > N. Ainsi la suite de Cauchy {Tz,,} converge dans l'espace de
Banach Y. O

<
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3.14 Exemple : les opérateurs intégraux.

Pour —0o < a < b < oo et k € C([a,b)%F), soit 'opérateur intégral
K : C(la,b],F) — C([a,b],F) défini par

b
(Kf)(s) ::/ k(s,t)f(t)dt, s € [a,b].

Alors lopérateur linéaire K : (Cla, b, < .,. >) — (Cla,b], || - ||co) est com-
pact.

Pour le montrer, considérons une suite bornée { f,,} C C|a, b], c’est-a-dire
que

b
M > 0 tel que Vn € N, / | fu(®))?dt < M2,
a
et considérons la suite {g,} C Cla,b] définie par g, = K f,. Le théoreme

d’Ascoli-Arzela (cf cours ”Espaces métriques et topologiques”) assure que
si les deux conditions suivantes sont vérifiées,

(H1) suppen [|gnlloo = suppen maxa<scs [gn(s)] < 00;

(H2) la suite {g,} est équicontinue, c’est-a-dire
Ve >0, 35 > 0 tel que Vn € N et Vsy, s9 € [a,b] , (\81—52\ < 6= |gn(s1)—gn(s2)| < 6),
alors {g,} admet une sous-suite qui converge dans (Cla,bl, ||.||cc)-

Commengons par vérifier (H1). Pour tout n € N et pour tout s € [a, b], nous
avons

b b
me) = | k(s,wfn(t)dt\s [ sl gmtolar

o :
°f ( / \k(s,twdt) 1l

< Vb—a max |k(u,v)|M < .

B u,v€|a,b]

Vérifions maintenant la condition (H2). Choisissons pour cela un ¢ > 0.
Puisque k est continu sur le fermé borné [a, b]2, k est uniformément continu.
11 existe donc ¢ > 0 tel que, pour tout sy, s2,t1,t2 € [a,b],

€

—59)2 4+ (t1 — t2)2 < 8 = |k(s1,t1) — k(s2,t2)| < ——e.
V(51— 82)2 + (t1 — 1) |k(s1,t1) — k(s2, t2)] V=2
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D’ou, pour s1, s2 € [a, b] tels que |s1 — s2| < 6§, on a

gn(s1) — gals)] < /|k s, )| )]l

< M m/a L fn(t)|dt

. / 124t | full, <
[ n < <
= 9MVh—a 2 «

Nous pouvons alors appliquer le théoreme d’Ascoli-Arzela a la suite {g,}
que nous nous sommes donnée. Il existe donc g € Cla,b] et une sous-suite

{gnj} tels que Hgn]. = glleo — 0.

3.15 Suite de I'exemple

Pour —o0 < a < b < o et k € C([a,b]?,F), Vopérateur intégral
K : (C([a,b],F), < .,.>) = (C([a,b],F), < .,.>)

est compact.

En effet, soit une suite {f,} C Cla,b] telle que sup, ey || fnl|l2 < co. Par
le paragraphe précédent, il existe une sous-suite { f,, } et g € Cla, b] tels que
[[K fn; — glloc — 0. Il en résulte

15, ~alle = ( [ " ) (5) o(o)Pas v

1/2

b
g(/ 1ds> K frn; = glloc = Vb —al|K fr; = glloc — 0

et donc K f,, — g dans (Cla,b],< .,.>).

Remarque. K : (Cla,bl,|.||) — (Cla,b],||-llcc) est aussi compact (la
preuve est similaire).

3.16 Lemme de Riesz

Soit un evn (X, ||.||) sur F et deux sous espaces vectoriels Y, Z C X tels que
Y g Z et Y est fermé. Alors il existe z € Z tel que

[zl =1 et VyeY [z—yll=

l\.')\r—l
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Démonstration. Soit v € Z\Y et a = infycy ||[v — y[|. Comme Y est fermé,
a > 0 (en effet a = 0 conduirait & la contradiction v € Y'). Choisissons
Yo €Y tel que a < ||v — yo|| < 2a et posons

2= llv—yol (v —wo) € Z.
Alors ||z]| = 1 et, pour tout y € Y,

Iz =yl = || llv = ol (v — v0) — ¥
= v =yl " [Jv = (wo+ llv—yolv)|
> lv—yolta  (car yo+|v—yolly €Y)
1
> (20)la==.
> (20) 0 = |
O

3.17 Théoreme : sur le noyau de 7\ (T compact,
A #0).

Soit un evn X sur F, un opérateur linéaire compact 7' : X — X, A € F\{0}
et T\ :=T —Al,oul: X — X est opérateur identité. Alors N (7)) C X
est un sous-espace vectoriel fermé de dimension finie.

Démonstration. Comme T est compact, il est borné. Comme T ausi est
borné, donc continu, et {0} est un fermé de X, N(Ty) = (T»)~1({0}) est un
fermé de X.

Vérifions que £ := {x € N(Ty) : ||z|| < 1} est compact. Soit une suite
{z,} C E. Comme elle est bornée et T est compact, elle admet une sous-suite
{xn, } telle que {T'xy, } converge. Or x,, € N(T)) et ainsi z,, = ATz,
(VE € N), et donc {zp, } converge dans X, et méme dans E car E est fermé.
Ceci prouve que E est compact.

Vérifions qu’il en résulte que N (7 ) est de dimension finie en raisonnant
par I’absurde : supposons le contraire. Il existe alors une suite {z,} € N(T))

telle que, pour tout n € N, z,41 € Z,, := span{xy,...,z,}. Pour chaque n €
N, le lemme de Riesz assure l'existence de z,,+1 € Z,+1 = span{z1,...,Tnt1}
tel que

il =1 et Vye Zu flznn vl > 5.
On utilise ici un résultat vu en séries d’exercices qui affirme que tout sous-
espace vectoriel de dimension finie (ici Z,) d’un evn est un fermé. D’ou,
pour tout ¢ > j > 1, ||z; — z;|| > 1/2. Ainsi la suite {2, },>2 C E n’a aucune
sous-suite de Cauchy et donc aucune sous-suite convergente. Ceci contredit
la compacité de E établie ci-dessus.
O
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3.18 Théoréme : sur ’emboitement des noyaux.

Avec les mémes hypotheses et notations que ci-dessus,
{0} = N(TY) € N(T)\) C N(T3) C ... C N(T{) C N(TyH) ...

et tous ces sous-espaces vectoriels sont fermés et ont des dimensions finies,
ou T)(\] = 1.

Démonstration. Pour tous n € N = {1,2,3,...} et x € X, si T{'z = 0,
alors Tj\”lx = T\(T{x) = T»0 = 0. Ceci montre que, pour tout n € N,
N(TP) € N(T{). Le cas n = 0 est évident.

Soit n € N. Alors, par la formule du binome,

TP = (T = A" = (~N)"T+ > ]MT’“(A)”_’“
k=

=To (; MT’“(—A)M> +(=A\)"T := ToS,+(—\)"1I. (%)

Comme T est compact et S, est borné, T'o S,, est compact (cf séries d’exer-
cices). Le théoréme précédent appliqué a T'o S, et & —(—\)" € F\{0} assure
que

N(T}) = N(T'0 Sy + (~\)"])

est un sous-espace vectoriel fermé de dimension finie. O

3.19 Théoreme : sur la constance des noyaux.

Avec les mémes hypotheéses et notations que ci-dessus, sin € Ng = {0} UN
et N(T{) = N(T{), alors N(TyH!) = N(T?). De plus il existe n € Ny
tel que N (1Y) = N(T/(LH).

Démonstration. Supposons que n € Ny et N(TF) = N(Ty+h). Nous sa-
vons déja que N(TyH!) ¢ N(T{"?). Soit d’autre part x € N(Ty+?). Alors
TP (The) = 0, Thw € N(TP™) = N(IF) et done TR(Thz) = 0. D'on
x € N(T{H). Ceci prouve que N(T7F2) ¢ N(T{T), et donc ces sous-
espaces vectoriels sont égaux.

Par I’absurde, supposons que, pour tout n € No, N(TY) est un sous-
espace vectoriel fermé strictement inclus dans N (Tf“). Par le lemme de
Riesz, il existe z,, € N(T;‘H)\N(Tf) tel que

ool =1 et Vo€ N(TY) |z, —=| > =. (o)

N |

Pour n > m > 0, on obtient

Tx,—Txy = (Thzp+Azy)— (Dhxm+ATy,) = )\(:En+)\_1T>\xn—)\_1T>\a:m—xm)
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= )\(xn - zn) (oo)
avec
Tz, = T;( AT D@y 4 A Tz, + xm> —0

car , € N(T{™) et @, € N(TYH) € N(TP) € N(TPH). Ainsi 2, €
N(T}) et
oo) (o) |/\|

170 = Tl & 1A 2 = 2]l = 51

pour tous n > m > 0. La suite {7z, } n’a donc aucune sous-suite de Cauchy.
D’autre part la suite {x,} est bornée et donc, puisque T est compact, la
suite {7z, } admet une sous-suite convergente, et nous avons ainsi obtenu
une contradiction. O

3.20 Théoreme : sur I'image de T).

Avec les mémes hypotheéses et notations que ci-dessus, R(T)) est un fermé
de X.

Démonstration. La preuve est pas labsurde. Supposons que R(T)) n’est
pas fermé. Alors il existe une suite {z,} C X et y € R(T\)\R(T)) tels que
Thx, —y.

Observons d’abord que y # 0 et donc Thx,, # 0 pour tout n suffisamment
grand. Sans perte de généralité, on peut donc supposer que z,, ¢ N(T)) pour
tout n € N.

Pour n € N, soit

Op = inf{||z, — z|| : z € N(T\)}.
Comme N(T)) est fermé et z, & N(T)), op, > 0. Soit z, € N(Ty) tel que
0 < dp < lzn — znl| < 26,.

Vérifions que lim,,_,o, d,, = +00. Si ce n'est pas le cas, {z, — 2,} a une
sous-suite bornée. Quitte a en extraire encore une sous-suite, comme T est
compact, il existe une sous-suite {x,, — 2y, } telle que T'(xy,, — 2y, ) converge
vers un certain w € X. Or I = %(T —T)) et donc

1

1 1 1
— Zp, = XT(aznk — Zn,) — X(T)@nk —Tazp,) = XT(aznk — Zn,) — XTA:EM

Ty,

— %(w —y).

Comme T est compact, T est borné, donc T’ aussi, et donc T’ est continu.
D’ou

y = lim T\ap, = lim Ty(2n, — 2n,) = Th(A " (w —y)) € R(T).
k—o0 k—o0

30



Ceci contredit y ¢ R(T») (cf la définition de y).

Ainsi nous pouvons supposer que §, — +0o. Reprenons I'idée de 'argu-
ment précédent, mais en utilisant la suite bornée {8, *(z,, — 2,)}. Comme T
est compact, il existe une sous-suite {xy, — 2z, } telle que T(6;, ! (zn, — 2n,))
converge vers un certain w € X. Or I = +(T — T)) et donc

_ 1 _ 1 _
5nk1(xnk —Zn) = XT((Snkl(xnk — Zn,)) — XTA(énkl(xnk )
1 _ 1 1

car Thxp, — y et d,, — +00. Ainsi

w= lim T(6, (2n, — 2n,)) = T(w/\)

n
k—o0 k

et w € N(Ty). D’ou, pour tout k € N,

On
Tny — 2ng, — Tkw > 6nk

et la contradiction

(@ny — 70y) — in S0,

O]

3.21 Proposition : une implication entre 1’image
et le noyau.

Avec les mémes hypotheses et notations que ci-dessus,
R(T\) =X = N(T,) ={0}.

Démonstration. Supposons que R(T)) = X. Pour tout x1 € N(T)), choisis-
sons xo € X tel que Thxo = x1, et ensuite x3 € X tel que Thxg = x3, etc.
Ceci conduit & une suite {z,} C X telle que Thzp+1 = x, pour tout n > 1.
D’ou
T;+1xn+1 = Tf:cn = ... = T)\.%'l =0

pour tout n > 1, et trivialement pour n = 0. Soit k € Ny tel que N(Tf“) =
N(T}) (un tel k existe par le Théoreme 3.19). Alors, comme T4 a1 = 0,
on a T)I\ka_l,_l =0 et donc

k k—1 1
0:T>\$R+1:T>\ J;k:...:T/\xQle.

On a ainsi prouvé que Thz; = 0 = 1 = 0, autrement dit, que N(T)) =
{0}. O
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Chapitre 4

Valeurs propres d’un
opérateur linéaire,
symétrique et compact

4.1 Valeurs propres, vecteurs propres, espaces propres.

Soient un evn X et T € L£(X). Une valeur propre de T est un nombre
A € F tel que Tu = Au pour un certain v € X non nul, qui est appelé
vecteur propre. Si A est une valeur propre, N(T'—\I) est ’espace propre
correspondant a A.

4.2 Opérateurs symétriques.
Soit un espace préhilbertien (X, < .,. >). Un opérateur A € L(X) est
symétrique si

Vee X ,Vye X, <Azx,y>=<uz, Ay > .

4.3 Exemple.

Pour n € N, soit A : F* — F™ défini par

n
z=Ax ssi zp = Zakﬂ:l, 1<k <n,
=1
ol (o) est une matrice carrée avec coefficients dans F.
Alors A est symétrique (par rapport au produit scalaire standard) ssi ay,; =
o - En effet

k=1 \Il=1 =1
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pour tout x,y € F" ssi ay; = agx pour tout 1 < k,1 < n.

4.4 Proposition.

Soient un espace préhilbertien (X, < .,. >) sur F et un opérateur symétrique
A€ L(X). Alors

(i) toutes les valeurs propres de A sont réelles;

(i) si Au = Au, Av = pv, u# 0, v #0 et X\ # p, alors < u,v >= 0.

Démonstration. (i) Si F = R, c’est évident. Si F = C, soient A € F et
u € X \ {0} tels que Au = Au. On obtient

A<u,u> = < Au,u>=< Au,u >
= <u,Au>=<u, lu>=\<u,u >,

et donc A = \.
(ii) Comme p € R (par le point (i)), on a

A—p) <u,v> = <Au,v>— <u,Av >
= <Au,v>— < Au,v >=0,

et donc < u,v >=0. ]

4.5 Théoreme.

Soient un espace préhilbertien (X, < .,. >) sur F et A € £(X) symétrique.
Alors
|A|| =sup{| < Az,z > |:x € X , |z|] < 1}.

Remarque : < Az, x >=< x,Ax >= < Ax,x >, et donc < Ax,x >€ R
méme lorsque F = C.

Démonstration. Pour tout x € X tel que ||z|| <1,

c-S
| <A,z > | < [[Az[lz]] < [|A[l{l=]ll=]] < [|Al,

et donc M :=sup{| < Az,z > |: 2z € X, [|z|| <1} < ||A]|.
Notons que

| < Az,z > | < M||z|* pour tout z € X. (%)
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Réciproquement, pour z € X, f € R\ {0} et v = Az/p,

|Az|?> = %(2 < A(Bx),v > +2 < Av, Bz >)
= i(<A(Bx+v),ﬁx+v>—<A(ﬁx—v),ﬁx—v>)
() 1

IN

T8z + ol + 182 = o])

1
-M(< Bz, x>+ <v,o >+ < fx,v >+ <v,fz>

4
+ < Bz, fr >4+ <v,0>— < fr,v>—<wv,Br>)
M

= 7(Hﬁfﬂ\|2+ [v]1).

Supposons que Az # 0 et choisissons 3 = (|]|Az|/||z||)/2. Nous obtenons
alors

M ([Ax], o 2] 2
lAz]* < < ( )1 + [Az|” ) = M| Az||[|],
2\ = [ Az]

et donc ||Az|| < M]||z||. Ceci reste valable si Az =0, d’ou ||A]| < M. O

4.6 Théoreme.

Soient un espace préhilbertien (X, < .,. >) et A € £(X) qui est symétrique,
compact et tel que ||A|| > 0. Alors ||A|| ou —||A|| est une valeur propre de
A (éventuellement les deux a la fois).

Démonstration. Par le théoreme 4.5, il existe une suite {z,, } telle que ||z, | <
1 pour tout n € N et m := lim,,_,o00 < Axy,z, >= £|/Al|. Nous obtenons

0 < ||Az, —max,|?

= ||Az,|]? + mE|za]|? — m < Az, xp > —m < 2, Axy >

< HAHz—l—mZ—m<Axn,xn > —m < T, Az, >

— A2 4+ m? —2m? = 0. (4.1)
Comme A est compact, il existe une sous-suite {z,, } telle que {Axz,, }
converge vers un certain z € X. On a alors que

C.—8S.
el = Jim Az “= tim | < Ay 00, > | = 4] > 0
et
Az —mz = lim (A%z,, —mAz,,)
k—ro00
= A lim (Az,, —mxy,) Ay,
k—roo

Ainsi z est un vecteur propre correspondant & la valeur propre m = +||A||.
O
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4.7 Théoreme spectral pour les opérateurs symétriques
et compacts (1% version).

Soient un espace préhilbertien (X, < .,. >) et A € £(X) symétrique, com-
pact et tel que ||A|| > 0. Alors il existe une suite finie ou infinie (A1, e1), (A2, €2), ...
dans R x X telle que les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Pour tout n = 1,2, ...,

Aen = Apey Hen” =1, 7& 0;

1 sim=mn,

(11) < €m,€tn >= 5m,n: { 0 sim;&n;

(iii) Si la suite est infinie, alors lim, 00 Ay, = 0;

(iv) Si la suite est infinie, alors pour tout x € X on a

n
nh_}rrgo | Az — ;)\k <z, e >egl| =0,

et si la suite est finie, alors pour tout x € X on a
Az = Z A < x, e > e (somme finie sur tous les k).

(v) Chaque valeur propre non nulle de A apparait dans la suite Ay, Ag, ...

(vi) Pour chaque n = 1,2, ..., 'espace N(A — A\,I) est de dimension finie
égale au nombre d’occurrences de \,, dans la suite A1, Ao, ...

Démonstration. Nous allons construire par induction une suite (finie ou in-
finie) X = X; D X9 D X3 D ... de sous-espaces vectoriels et une suite
(A1, e1), (A2, €2),... dans R x X telles que

(an) < ej,er >=0; et Aeyp = Agey, pour tous 1 < j, k < n;

(bn) X =X, ®span{eq,...,en_1};

(cn) X, Lspan{eq,...,en_1};

(dn) R(Alx,) C Xy, Alx, € L(X,) , M| = Alx, || >0, e, € Xy,
pour n=1,2,...

Dans (by,) et (¢n), on pose span{ey,...,en,—1} = {0} sin = 1. Pour n =1, on
choisit X7 = X, A\; € Ret e; € X tels que (grace au théoreme 4.6)

Aer = dey, [ler]| =1, [M| = [|A]l.
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Soient donnés n > 1, Xy, €1, ..., en, A1, ..., A tels que (an),(bn),(cn) et (dy)
sont vrais. On définit

(cn)
Xpt1:={z € X <z,e1 >=...=<x,e, >=0} C X,.

Clairement (c¢j41) est satisfait et, pour tout z € X,

n n
T = ($ - Z <z, e > €k> + Z <z, ep > ep € Xpy1 ©span{er, ..., en},
k=1 k=1

ce qui montre (by,41). Pour tout x € X,,41,

an
< Azx,ep >=< x, Aey, >(:)< x, A\pep >=10

pour 1 <k < n.D'ott R(Alx,.,) C Xpq1. De plus Alx, , : X1 = Xp1
est compact (car X, 41 est fermé) et symétrique. Si Aly, ., est 'opérateur
nul, alors la suite (A1, e1), (A2, €2), ... est de longeur finie égale & n. Sinon le
théoreme 4.6 appliqué a X, 11 et A|x, ,, assure l'existence de (A, 41,€n41) €
R x X,41 tel que

Aenyr = Anyintt s lentall = 1, M| = [[Alx, o > 0.

Par induction, on obtient ainsi X = X; D X2 D ... et (A, e1), (A2, €2), ...
satisfaisant (ay,), (bn), (cn), (dn) pour n = 1,2, ...
Preuve de (1) et (i) : (i) et (ii) sont clairement satisfaits.

Preuve de (iii). Par contradiction, supposons que limsup,,_, . [An| > 0 et
choisissons une sous-suite telle que infien [An, | = ¢ > 0. Alors {en, }ren est
une suite bornée telle que {Ae,, }ren n’a aucune sous-suite convergente. En
effet,

HAenk - AenzHZ - HAnkele - )\memHz - H/\nkenkHQ + H)‘menzHZ > 2¢?
pour tout k # [. Ceci contredit la compacité de A.

(iv) Si (A1, e1), (A2, e2), ... est de longueur finie égale an > 1, alors A|x,, ., ,
est 'opérateur nul et, pour tout z € X,

n n
A:E—Z)\k<x,ek>ek:A<x—Z<$,ek>€k> =0.

k=1 k=1

Supposons la suite (A1, e1), (g, €2), ... infinie. Pour z € X,
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r—Y <z e > e, € Xyp et done

2 2

n
Ax—Z)\k<x,ek>ek

A(az—z<x,ek>ek>

k=1 k=1
2
(dn+1) 9 n
< ’)‘n+1| x—z<$,€k>€k
k=1
n 2 n 2
< ])\n+1|2 $—Z<l’,€k>€k + Z<a:,ek>ek
k=1 k=1
Pythagore

Anr1l?llz]® — 0

vu que A, — 0.

Preuve de (v) et (vi). Soit (A\,x) € R x X tel que Ax = Az, ||z|| = 1,
A € R\ {0}. Si la suite (A1, e1), (A2, €2), ... est infinie, alors

(i) RS
0 = nh_}Ing(AIE Z)\k<az,ek>ek>

k=1

= dxr— Z A < x,ep > eg
E: A=\

car < x,er >=0si Ay # A (cf la proposition 4.4). Notons que la somme est
finie car limg_,oo A = 0 # A. Puisque Az est différent de zéro, on en déduit
{keN: Xy =AM} #0Det x espanfe, : k€ N, A\ = A}

L’argument est analogue lorsque la suite est finie. O

4.8 Corollaire.

Si de plus X est de dimension infinie et R(A) = X, alors la suite (A1, e1), (A2, €2), ...
donnée par le théoreme 4.7 est infinie et X = span{e, : n € N}.

Démonstration. Par le point (iv) du théoreme 4.7, R(A) C span{ey, e, ...},
et donc X = R(A) C span{ey,ez,...} C X.

Comme X est supposé de dimension infinie, la suite (A1, e1), (A2, e2), ... est
infinie. O

4.9 Suites orthonormées.

Dans un espace préhilbertien (X, < .,. >), une suite {e,}nen vérifiant
< €p,em >= Opm pour tout n,m € N est dite orthonormée. Si de plus

X = span{e, : n € N}, alors {ep}nen est dite orthonormée totale (voir
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par exemple le §4.8).

Un ensemble £ C X tel que X = span E et < u,v >= 0,4, pour tout
u,v € E, est appelé base orthonormée de X.

Soit une suite orthonormée {e, }nen, alors :

1) Inégalité de Bessel :

n
Vee XVneN Y |<ze > < ||
k=1

2) Pour tout n € N, z € X et y € span{ey,...,e,} on a

2

n
= el = D1 <wex > [P <l —yl%
k=1

n
T — E < ZT,er > e
k=1

3) Pour chaque x € X fixé, on a

n

T € span{e, :n € N} &z = lim <z, e >e
pan{e, } n_mz €k > €

k=1
oo
& Z | <a,ep > |* = |z]|* (cette derniere égalité est dite égalité de Parseval).
k=1

Démonstration. 1) et 2) Soit z =Y ;| < z,e; > e;. Ona
<z,ej >=<x,e;j > et <xr—2z,e;j>=0pourj=1,..n,

et donc <z — 2,z >= 0. D’ou

n
Iz — 2| =< 2 — 2,2 >=[|z]|*~ < z,2 >= |lz]]* = D | <z e > [*,
k=1

ce qui prouve I’égalité dans 2). On peut alors déduire 'inégalité de Bessel :
n
dol<a e > =z’ - |z — 2|* < ||l=|*.
k=1

Comme z—y € span{eq,...,ep},ona<z—z,2—y>=0car<z—z,e; >=0
pour j =1,...,n. D’ou
lz—yl* = <(@-2)+(E-y),(@-2)+(z-y) >

lz = 21 + llz = ylI* > [l — 2.
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3) Si x € span{e, : n € N}, alors il existe des suites {n;} C Net {y;} C
X telles que y; € span{ei, ..., e,, } pour tout j € N et lim; o [ly; — [ = 0.
Par 2), on a

n;
lim ||z — Z <x,e > el < lim [jx —y;]| = 0.
J—00 J—00
k=1
Comme ||z — Y0, < xyep > el = |[2]]? — iy | < x,er > |2 est

décroissante en n, on en déduit que

lim =0.
n—oo

n
$—Z<m,ek>ek
k=1

Réciproquement, si & = limy, 00 D py < @, €x > €, alors x € span{e, : n € N}.
On a aussi

oo

2
Si<aep>P =l & lim
k:1 n—0o0

2nde

4.10 Théoréme spectral ( version).

Soient un espace hilbertien (H, < .,. >) de dimension infinie et A € L(H)
symétrique, compact et tel que le sous-espace (N(A), < .,. >) est séparable.
Alors il existe une suite orthonormée totale {f,}n>1 de H faite de vecteurs
propres de A et telle que la suite {1, }n>1 C R des valeurs propres correspon-
dantes satisfait lim,, o0 ptn, = 0. De plus Az = limy, 00 > oy ik < &, & > [
pour tout = € H.

Démonstration. Pour se fixer les idées, supposons R(A) et N(A) de dimen-
sion infinie et soit la suite {(A,, en)neny donnée par le théoreme 4.7. Pour
x € H, nous savons par Bessel que >}_;| < x,e, > |? < |lz]|? pour tout
n € N. Par Pexercice 4 de la série 7, {>;_; < x,er > ex}n>1 est une suite
de Cauchy qui converge donc vers un certain y € H (par la complétude de
H). Or

n n
_ §4.7 .. : _
A(z—y) = Ax—Ay "= nh_)rgo ,;_1 A < x,ep > ek—nh_{go kg_l < x,e, > Ae,, =0
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puisque Aep = A\peg, et donc x —y € N(A).

L’hypothese de séparabilité assure (cf exercice 5 de la série 7) qu'il existe
une suite orthonormée totale {g, }nen de (N(A), < .,. >), et donc x —y =
limp oo Y gy < & —Y,gk > gi (cf §4.9). Comme Ag; = 0, le point (ii)
du paragraphe 4.4 nous donne < ey, g; >= 0 pour tout k,j > 1 et donc
<y,g; >= 0 pour tout j € N. Dot z —y = limy 00 Y _p_y < Z, Gk > G-
Posons fon—1 := €n, fon := gn, Hon—1 = \p €t o, = 0. Alors

n
r = y+(r—y) _nlggokz_lK x, e > e+ < T, g5 > gk)

= lim Z<$,fk>fk
k=1

m—00

(la suite {f,} est bien orthonormée totale), et

m—r0o0

Az = lim ;<x,fk>,4fk:”}5nookzluk<x,fk>fk.

4.11 Terminologie.

Un opérateur linéaire, borné, symétrique et défini sur un espace hilbertien
est aussi appelé borné et autoadjoint.

4.12 Valeurs régulieres, ensemble résolvant, spectre.

Soit un espace de Banach (X, ||.||) et T € L£(X). Si A € F est telle que T'— \I
admet un inverse dans £(X), A est dite valeur réguliére de T'. L’ensemble
p(T) des valeurs régulieres est appelé 'ensemble résolvant de T. L’en-
semble o(T') :=TF \ p(T') est appelé le spectre de T

4.13 Remarque

Chaque valeur propre A de T' appartient a o(7") vu que T'— Al n’est pas
injective.

4.14 Proposition.

Soit un espace de Banach (X, ||.||) et T' € £(X). Alors o(T) est fermé, borné
et |A| < ||T|| pour tout \ € o(T).

40



Démonstration. Montrons que p(T) est ouvert. Soit A € p(T"). Pour p € F,
nous avons ||(T'— pl) — (T — AX)|| < |u — A|. Par le théoréme 3.10, T — ul
est inversible dans £(X) si |p — A| est assez petit. Ainsi p(7T') est ouvert.

Supposons que |A| > ||T'|| et montrons que A € p(T'). Nous avons T' — I =
NI — (1/N)T) et [[(1/N)T] < 1. Par le théoreme 3.9, I — (1/\)T est
inversible dans £(X) et donc A € p(T). O
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Chapitre 5

Espaces duaux et théoreme
de Hahn-Banach

5.1 Espaces dual et bidual.

Soit un evn X. L’espace dual de X, noté X*, est défini par X* = L(X,F)
(espace vectoriel des fonctionnelles linéaires bornées).

Comme l'evn (F, |.|) est complet, X* est un espace de Banach (par le théoréme
3.8). La norme sur X* est donnée par

[fllxe = sup{|f(2)] : 2 € X, [lz]x <1}

Le bidual de X, noté par X**, est le dual de X* : X** = (X*)*.
Remarques :
e Nous sommes intéressés par le dual topologique, c’est-a-dire que X*

est constitué de fonctionnelles linéaires continues.

e On appelle aussi X* 'espace conjugué de X.

5.2 Espaces congruents.

Deux evn X et Y sur [ sont dit congruents s’il existe un opérateur linéaire
bijectif T': X — Y tel que

| Tz|ly = ||z||x, Vx € X.

T est appelé une congruence.
5.3 Théoreme.
Pour 1 < p < oo, (IR)* est congruent & If, ou 1/p+1/q = 1.
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Démonstration. 1% partie : Lors de cette premiere partie nous allons définir
un opérateur linéaire injectif 7" : 19 — (IP)* et prouver I'inégalité ||Ta||gp) <
|||l pour tout a € 19.

Pour cela, définissons pour « € 19 la fonctionnelle Ta € (IP)* donnée par

(T)6 = s

keN

pour tout § € IP. Par I'inégalité de Holder, D, |ow|[&k] < [leflqllé]lp < o0
et (Ta)€ est donc bien défini. Clairement T'av : IP — F est une fonctionnelle
linéaire et bornée vu que, pour tout £ € [P, nous avons

[(Ta)é] < [lelqll€llp,

la norme satisfaisant ainsi ||T'a[gr)« < [|af[4. Observons que T': 19 — (IP)*
est linéaire et injectif. Pour vérifier I'injectivité, remarquons que si a # «
dans 19, alors il existe k € N tel que oy # a et donc (Ta)ey, # (Ta)ey, et
ainsi Ta # T, ol e = (0 n)nen € IP.

2¢me partie : Nous allons maintenant prouver la surjectivité de T ainsi que
Iinégalité ||Tal|gpy« > ||lallq pour tout a € I7.

Considérons pour cela un f € (IP)* et définissons @ = (o) C F par
ay = f(ex). Vérifions que a € 19 et |||l < || f]l 1wy

(a) p=1: Pour tout k € N, |ag| = |f(ex)] < [[fllq1)-
D'ott a € 1% et [|af[oo < [|fllg1)--

ekl = [ £y~
(b) 1 < p < oo : Soit €M™ C F défini par

n) ) Osiag=00uk>n
&= %siak#Oetkzgn.

Nous avons alors

Dolanlt =Yg =3 flen)g” = FE™) < - 1€
k=1 k=1 k=1

1 1
n ) n )
1f vy (Z\ak\‘“’p> = [l fllary- (ZI@W) :

k=1 k=1

et donc (27—, o |)—1/P < | £l @)= En laissant n tendre vers I'infini, nous
déduisons que a € 19 et ||lal[g < || f][ py=-
Il reste & voir que Ta = f. Comme 1 < p < o0,

VEelP nli_)rgozgkek =¢
k=1
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dans [P (cf série 3, exo 1, ol nous avons vu que {eg}r>1 est une base de
Schauder de [P pour 1 < p < o0). Nous en déduisons pour tout £ € [P

&) = f (nlgglo > fkek) = lim f (Z §k6k>
k=1 k=1
= lim > apé = (Ta),

n—00
k=1

ce qui acheve cette preuve. ]

5.4 Remarques.

(a) I et (I°°)* ne sont pas congruents (cf séries d’exercices).

(b) Pour 1 < p < o0 et —00 < a < b < oo, on montre que (LE(a,b))* est
congruent & Li(a,b), ot 1/p+1/q=1.

5.5 Ensembles partiellement /totalement ordonnés,
majorant et élément maximal.

Un ensemble partiellement ordonné (P, <) consiste en un ensemble
P # () et en un ordre partiel <, c’est-a-dire une relation telle que

o r < x (réfléxivité);
e r <yety<z=1z=y (antisymétrie);
o z <yety<z=1x <z (transitivité).

Un ensemble totalement ordonné (7', <) est un ensemble partiellement
ordonné avec la propriété additionnelle

V(z,y) €T? (x<youy < x).

Un majorant d’un sous-ensemble W d’un ensemble partiellement ordonné
(P, <) est un élément z € P tel que z < z pour tout x € W.

Un élément maximal d’un ensemble partiellement ordonné P est un élément
mée Ptelquem <z =m=uz.

5.6 Remarques.

(a) Si ordre n’est pas total, un élément maximal de (P, <) n’est pas
nécessairement un majorant de P.
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(b) Si (P, <) est un ensemble partiellement ordonné et ) = Q C P, alors
() est aussi un ensemble partiellement ordonné.

5.7 Lemme de Zorn.

Soit un ensemble partiellement ordonné (P, <) tel que tout sous-ensemble
totalement ordonné 7' C P admet un majorant zp € P (c’est-a-dire z < zp
pour tout = € T'). Alors P a au moins un élément maximal.

Démonstration. La preuve s’appuie sur ’axiome du choix. En fait le lemme
de Zorn et ’axiome du choix sont équivalents. ]
5.8 Fonctionnelle sous-linéaire.

Soit un espace vectoriel X sur F. Une fonctionnelle sous-linéaire p : X —
R est, par définition, sous-additive :

p(z +y) <p(z) +ply), Yo,y € X,
et positivement homogene :

plaz) = ap(z), Yz € X, Va € [0,00][.

5.9 Exemples.

(a) Dans un evn (X, |.]]), p(z) = ||z|| définit une fonctionnelle sous-
linéaire.

(b) Dans X = [3°, I'application

1 n
I3z~ px) = limsuprxk eR

n
n—00 1

est une fonctionnelle sous-linéaire.
Notons que, pour tout m € N, p(z) = limsup,,_,(n—m+1)"1 Y} x; €
[infg>m Tk, SUPg>,, 1] et donc liminfy, o0 2, < p(x) < limsup,, ., Zn.

5.10 Le théoreme d’extension de Hahn-Banach pour

des fonctionnelles sous-linéaires.

Soit un espace vectoriel réel V' et une fonctionnelle sous-linéaire p : V' — R.
Supposons que D(f) C V soit un sous-espace vectoriel et que f: D(f) — R
soit une fonctionnelle linéaire (= application linéaire).
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Si f(z) < p(x) pour tout = € D(f), alors il existe une fonctionnelle linéaire
F:V — R telle que

Flpigy =f et F(x) <p(r)VreV.

Démonstration. 1°™ partie : Nous allons dans cette premiere partie appli-
quer le lemme de Zorn. Considérons pour cela I’ensemble

P = {g:D(g9) >R | D(g) est un sous-ev de V, g est linéaire,
D(f) € D(9), glp(y) = f et g(z) < p(z) sur D(g) }

et définissons l'ordre partiel < sur P par
g=h si D(g) CD(h) et h|pg =g

Notons que P # () puisque f € P.

Pour tout sous-ensemble totalement ordonné T' C P, on définit g : D(g) — R
par D(§) = UgerD(g) et g(z) = g(z) si € D(g) et g € T. 1l est facile de
vérifier que g € P et que g < § pour tout g € T'.

Ainsi § est un majorant de T, et par le lemme de Zorn, il existe un élément
maximal F' € P.

2¢M€ partie : Prouvons maintenant que D(F) = V.

Par contradiction, supposons qu’il existe un z € V \ D(F). Pour ¢ € R,
définissons F' : D(F) — R par

D(F) = D(F) @span{z} et F(x+ \z) = F(z)+ Ac,

pour tout z € D(F) et X € R.
Peut-on choisir ¢ € R tel que F(u) < p(u) sur D(F)? Observons que

F(u) < p(u) pour tout u € D(F)
& F(x)+ Ae < p(x+ Az) pour tout x € D(F) et A € R\ {0}
A A
%\I F(y)+ Wc <p (y + |)\|z> pour tout y € D(F) et A € R\ {0}
z=|Aly
Fy)+c<ply+2z) et F(y)—c<p(y —z) pour tout y € D(F)
& sup {F(y)—ply—2)} <c< inf {p(y+2) - F(y)}.
yED(F) yeD(F)
Une telle valeur de ¢ € R existe si F'(y1) — p(y1 — 2) < p(y2 + 2) — F(y2)
pour tout y1,y2 € D(F'). Mais ceci est vrai car

F(y1) + F(y2) = F(y1+y2) < plyr+y2)
y1+y2€D(F)

= p((y1 —2) + (y2 +2)) < p(y1 — 2) + p(y2 + 2)

sous-additivité

pour tout yi,y2 € D(F).
Ceci montre que, pour un tel choix de c € R, F € P, FF < F et F # F,
contredisant la maximalité de F'. O
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5.11 Théoreme : existence d’une limite de Banach.

Rappelons qu’une limite de Banach F' : [3° — R est une application
linéaire telle que :

o liminf, ,» z, < F(z) <limsup,,_,., T, pour tout z € Ig°;
e F(x) = F(Sx) pour tout & = (z1, 2, ...) € I§°, ot Sz = (22,3, ...).

Théoréme : Un tel I existe.

Démonstration. Soient V = Ig°, D(f) = {x € I§° : x converge }, f(x) :=
lim,, o 5, pour tout x € D(f), et

1 n
=1 —
p(x) im sup - ; Tk

n—oo

pour tout z € V' (c’est 'exemple 5.9(b)). Remarquons que, pour z € D(f),

1 n
f(z) = lim x, = limsup — E z = p(z).
k=1

n—00 n—oo N

Soit F': [z — R donné par le théoréme 5.10. Alors F' est linéaire et

F(z) < p(x) < limsupa,

n—o0

pour tout x € Iz°. De plus

F(z) = —F(—xz) > —limsup(—z,) = liminf z,,

n—00 n—00

pour tout x € [3°. Il reste a vérifier que F(x) = F'(Sx) pour tout x € I°.
On a

1 n
F(z—Sz) < p(z—Sz)=Ilimsup— Z(xk — Tp41)

n—oo N 1
= limsup P17 T4l _
n—oo
et
n
. 1
F(zx—Sz) = —F(Sr—xz)>—p(Sr—x)=—limsup — Z(xkﬂ — )
n—oo M —1
= —limsupM = 0.
n—00 n
D’ou F(x — Sxz) =0 et F(x) = F(Sx) pour tout z € I5°. O
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5.12 Le théoreme d’extension de Hahn-Banach pour
des fonctionnelles linéaires bornées.

Soit un evn (X, ||.||) sur F, un sous-espace vectoriel D(f) C X et une fonc-
tionnelle linéaire f : D(f) — F que l'on suppose bornée :

£l (s := sup{[f(@)] : = € D(f) et [lz]] <1} < oc.

Alors il existe F' € X* tel que F|ppy = f et |[Flx+ = | fllpp--

Démonstration. Nous écrirons || f|| et ||F'|| & la place de || f|[ppy+ et || F||x+.

(i) F =R : Définissons p(z) := ||f||||z]| pour tout z € X. Alors p est une
fonctionnelle sous-linéaire sur X telle que

f(@) < [f@)] < [|f ] = p(z), Vo e D(f).

En appliquant le théoreme 5.10 a f, V = X et p, on obtient une extension
linéaire F' de f définie sur X et telle que

F(x) <p(x) = [[f[H]]l, veeX.

Comme F(z) = —F(-2) > —p(=2) = = ||| = =[| = =[[f[]}z[], nous avons
aussi |F(z)| < ||f]l ||z|| pour tout x € X. D’ou F € X* et ||F| < |f]-
D’autre part

Il = sup{[F(z) : x € D(f) et [[«]| <1}
< sup{[F(2)] : z € X et [lz]| <1} = [|F].
(ii) F = C : Pour = € D(f), écrivons

f(@) = fi(z) +ifa(x) avec fi(z) = Re(f(z)) et fa(x) = Im(f(x)).

Remarquons que fi : D(f) — R est R-linéaire et fi(z) < |f(x)| < ||f]|lz||
pour tout z € D(f). En appliquant le théoreme 5.10 & f1, V = X vu comme
espace vectoriel sur R et p(z) := || f|| ||z]|, on obtient une extension R-linéaire
Fi: X - R de fi telle que Fi(x) < p(x) = ||f]| ||z] pour tout = € X.

Pour = € D(f), nous avons

fo(z) = Im(f(z)) = Re(—if(x)) = —Re(f(iz)) = —fi(iz).
Ceci conduit & la définition suivante :
F(x):= Fi(z) —iF(iz) Vz e X.

Clairement F': X — C est une extension R-linéaire de f. La C-linéarité de
F' est une conséquence de

F(iz) = Fi(iz) — iFy (—x) = i(Fy(x) —iFy(iz)) = iF(x)
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pour tout = € X. Finalement, pour tout x € X tel que F(z) # 0,

Pl = F@IF (5 ) = IF@IF ()
< PO 55 | = 11 el

et donc F' € X* avec ||F|| < | f|. D’autre part

I£l = sup{|F()|: @ € D(f) et ||] <1}
< sup{|F(x)] sz € X et 2| < 1} = |||

et ainsi ||f]| = || F]. O

5.13 Théoreme.

Soient un evn (X, |.||) sur F, un sous-espace vectoriel fermé L C X et
xg € X \ L. Alors il existe F € X* tel que F(xg) =1 et F|, =0.

Démonstration. Définissons M = L @ span{xg} et f : M — F par f(u +
Azg) := X pour tout u € L et A € F. Clairement f est linéaire. Prouvons
que f est bornée. Par contradiction, supposons qu'il existe une suite {u,, +
AnZo tnen telle que uy, € L, |Juy + Apzo|| < 1 et |A,| = oco. Alors

H/\,jlun—i-a:oH = \)\n|71Hun+/\nx0H - 0
n—oo

et limy, o0 (—A,, 1un) = xg. Comme L est fermé, on obtient la contradiction
que xg € L. Ainsi f est bornée. Par le théoréeme 5.12, f admet une extension
F € X*. Clairement F(z9) = f(xo) =1et F|r = f|L =0. O
5.14 Proposition.

Soient un evn (X, ||.||) sur F et o € X \ {0}. Alors il existe F' € X* tel que
F(xo) = [lwol| et [[F] = 1.

Démonstration. Définissons f : span{zo} — F par f(Azg) = A||zo||. Comme
VAEF |f(Axo)| = Al [lzoll = [|Azol,

nous avons

sup{[f ()| : # € span{zo} et [[z[| < 1} = sup{|[z[| : = € span{xo} et [lz]| <1} = 1.

Par le théoreme 5.12, f admet une extension F' € X* telle que ||F| = 1.

Clairement F'(zo) = f(xo) = ||zo]|. O
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5.15 Proposition.
Soit un evn (X, ||.||). Pour tout zp € X, nous avons
zo|| = max |f(zo)].
2ol max |f(xo)]
Ir<t

Démonstration. Si xg = 0, c’est évident. Si xg # 0, nous avons

[f (@o)| < [ flll[zoll < [loll

pour tout f € X* telle que ||f|| <1, et donc [[zol| > supsex« 1< |f(20)l-
Soit F' donné par la proposition 5.14. Alors ||F|| = 1 et F(xzg) = ||zol|, d’on

|zoll = max e x+ 7<1 | f(w0)l- O

5.16 L’injection canonique.

Soit un evn (X, ||.||). L’application J : X — X** donnée par
(Jz)(f) = f(2)

pour tout x € X et f € X* est 'injection canonique de X dans X™**.
Remarques. Il est facile de vérifier que, pour tout z € X, Jx : X* — F est
effectivement linéaire. De plus, pour tout x € X, Jzr : X* — F est bornée
car

[(J2) (N = [f@)] < |If|[|lz]] VfeX™.

Le fait que J est injective résulte du fait que J est isométrique, comme
I'affirme le théoreme qui suit.

5.17 Théoreme.

L’injection canonique J est linéaire et isométrique. Ainsi X et J(X) sont
congruents.

Démonstration. Pour tout x,y € X, a, 8 € F et f € X*, nous avons

(J(az + By))(f) = flaxz+ By)=af(z)+Bf(y)

= a(Jx)(f) +BUTy)(f),
et donc J(ax + By) = aJx + BJy. De plus
[Tzl = sup{[(J=)(f)]: f € X", [If] <1}
— sup{lf(@)]: £ € X*, If] < 1}
= [l=I
par la proposition 5.15. O
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5.18 Espaces vectoriels normés réflexifs.

Un evn X est dit réflexif si I'injection canonique J : X — X** est surjective.

Remarque : Dans ce cas X est nécessairement complet puisque X*™* =
L(X*,F) lest.

5.19 Exemples.

1) Pour 1 <p<ooet —co<a<b<oo,lP et LP(a,b) sont réflexifs ;
2) Tout espace hilbertien est réflexif;
3) ! n’est pas réflexif.

Cf série 11.

5.20 Convergence faible et convergence forte.

Dans un evn X, on dit que la suite {x,}n,eny € X converge faiblement
vers x si f(z,) — f(z) pour tout f € X*. On dit alors que z est la limite
faible de {x,}.

. wk .
Notations : x,, — = ou x,, — x (wk signifie “weak”).

Par contraste, la convergence (ie ||z, — z|| = 0 lorsque n — 00) est parfois
appelée convergence forte ou en norme.

5.21 Proposition.
1) Si z,, — x, alors x,, wh T
2) Sixn%xet xnui’;y, alors x = y;

3) Dans un espace hilbertien H, Dz ssi < @y, 2 >=< x,2 > pour
tout z € H;

4) Dans (2, les vecteurs e, := (0n,j)jen satisfont e, wh 0, mais e, - 0.
Remarque : Dans F*¥ muni de n’importe quelle norme, la convergence faible

implique la convergence de chaque composante, et donc la convergence en
norme.
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Démonstration. 1) Si x, — x, alors f(x,) — f(x) pour tout f € X* par
continuité de f;

2) Par 'absurde, supposons que x # y. Par la proposition 5.14, il existe
un F € X* tel que F(z —y) = ||z — y| et ||F| = 1. Comme z,, Wy et
T wh Y,

|z =yl = F(z —y) = F(z) - F(y) = lim F(z,)— lim F(z,) =0,

n—00 n—oo

et donc x = y, ce qui est une contradiction.
3) Résulte du théoreme de représentation de Riesz (série 10);

4) Pour tout £ = (§;)jen € 1%, on a

lim < e, &>= lim &, =0,
n—oo n—oo

(si F = R, on peut omettre le conjugué complexe) et donc e, “E 0. Comme
llen|| = 1 pour tout n € N, e, - 0. O

5.22 Convergence faible*.

Dans un evn X, on dit que la suite { f,}nen C X* converge faiblement*
vers f € X* si fu(z) — f(x) pour tout x € X. On dit alors que f est la

limite faible*, et on note f, whe fou f, > f.

Remarques :

o fn wh f signifie que ¢(f,) — &(f) pour tout ¢ € X** (appliquer la
définition 5.20 & 'evn X*).

e Si X est réflexif, alors f, wh fossi fn wh f. En effet, soit 'injection
canonique J : X — X**. Alors

B9 e Yee X, (Jo)(f) — (Ja)(f)
& Ve X, fulx) = f(x)

wkx

&S fn— f

e En général, f, wh f implique f, wh f.

5.23 Théoreme.

Soient un evn X et {f,} C X*. Si X est séparable et sup,cy || fn] < o0,
alors {f,} admet une sous-suite convergeant faiblement*.
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Démonstration. Soit un sous-ensemble dense dénombrable D = {z, : p €
N} € X. La suite {f,(x1)}nen est bornée dans F car

[fn()] < [[fallllzall < flza | sup (| fill-
keN

Il existe donc une sous-suite { f1,}nen de {fn}nen telle que {fin(z1)}nen
converge dans F. De méme, il existe une sous-suite {f2,}nen de {fin}tnen
telle que {fon(z2)}nen converge dans F.

En répétant ce procédé, on obtient des sous-suites {fpn}tnen de {fn}nen
telles que, pour tout p € N,

1) {fpn(zp)}nen converge dans IF;

2) {fp+1,n}nen est une sous-suite de {fpn }nen.

La sous-suite diagonale {gn}nen = {fnn}nen est telle que, pour chaque
p € N, {gn }n>p est une sous-suite de { fp » }n>p et donc {gn(xp) tnen converge
dans F. Pour z € X fixé, {g,(x)}nen est une suite de Cauchy. En effet, soit
€ > 0. Alors il existe z € D tel que

€/3
<
1+ supyen [/l

Iz — ]|
et N € N tel que
9m(2) = gu(2)| < 5, ¥m.n =N

(puisque {gn(z)}nen converge). D’ou

|9m (%) = gn(@)] < |gm (@) = gm(2)| + |9m(2) = gn(2)| + |gn(2) = gn(2)]

€
< lgmllllz = 2] + 5 + llgnllllz — Il
< €+€+€
AT
3 3 3 ’

pour tout m,n > N. Ainsi, pour tout z € X, {gn(z)}nen converge. Notons
la limite g(x) € F. Clairement ¢g : X — F est linéaire et

sup [g(x)] = sup | lim ga(a)
llzll<1 lzl|<1 'Pro0
< sup sup |gn(z)]
=] <1neN

< sup || fill < oo
keN

wkx

Douge X* et g, — g. O

93



5.24 Théoreme.

Soit un espace de Banach (B, ||.||) et une suite {x,} C B. Si B est réflexif
et {x,} est bornée, alors {x,,} admet une sous-suite convergeant faiblement
dans B.

Démonstration. Soit X = span{z, : n € N} muni de la méme norme ||.||.
Nous noterons par J : X — X™** I'injection canonique.

1°7¢ partie : vérification que (X, ]|.||) est réflexif.
Observons d’abord que, si f € B*, alors la fonctionnelle linéaire f|x est
bornée :

1fx[l = sup{|f(2)] : 2 € X, [[z]| <1} <sup{[f(2)]: x € B, [[z]| <1} = [|f]].

De plus cette inégalité prouve que l'application linéaire f — f|x de B* dans
X* est bornée.

Il s’agit de montrer que J est surjectif. Soit ¢ € X** = L(X* F). Par ce
qui précede, lapplication linéaire f — ¢(f|x) de B* dans F est bornée, en
tant que composée d’applications linéaires bornées. Comme B est supposé
réflexif, il existe z € B tel que

VfeB" ¢(flx) = f(=) (%)

Prouvons par ’absurde que x € X : si ce n’était pas le cas, le §5.13 assurerait
Pexistence de F' € B* tel que F/(z) = 1 et F|x = 0 (car X est fermé dans B),

ce qui conduirait a 'absurdité 1 = F(z) ® ¢(F|x) = 0. Soit maintenant

g € X*. Alors le §5.12 assure que g admet une extension G € B*. D’ou

#(g) = #(Glx) © () = Glx(x) = g(z) = (Jx)(g). Ceci étant valable

pour tout g € X*, on a prouvé que ¢ = Jx. Ainsi J est surjectif et X est
réflexif.
28me partie : séparabilité.

X est séparable. En effet, si F = R (resp. F=C), les combinaisons linéaires
a coefficients dans Q (resp. Q + iQ) de tout nombre fini d’éléments de la
suite {x,} constituent un ensemble dénombrable et dense dans X.

Comme J : X — X™* est une congruence, X** est aussi séparable.

L’exercice 4 de la série 11 assure alors que X™* est séparable.
3%me partie : conclusion.
Comme J est isométrique, {Jx,} est bornée dans X** = L(X* F).

D’apres le §5.23 appliqué a I’evn séparable X *, il existe une sous-suite {x,, }

telle que Jxy, whe ¢ pour un certain ¢ € X**. Par la premiere partie, il existe
z € X tel que ¢ = Jxr. Comme vu dans la premiere partie, si f € B*, alors
flx € X* et donc

f(@ny) = flx(@n,) = (Jon,)(flx) = o(flx) = (Jo)(flx) = flx(2) = f(2).
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Ceci étant valable pour tout f € B*, on a montré que x,, w2 dans B.
O
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Chapitre 6

Conséquences du théoreme
de Baire

6.1 Théoréme de Baire.

Soit un espace métrique complet (M,d) et une suite {Up}nen d’ouverts
denses dans M : U, = M pour tout n € N (cf série 2). Alors NpenU, est un
ensemble dense dans M.

Remarque : N,cnU, peut ne pas étre ouvert.

Démonstration. Voir le cours ”Espaces métriques et topologiques”. ]

6.2 Ensembles maigres.

Soit un espace métrique (M,d). Un sous-ensemble A C M est dit maigre
ou de premieére catégorie si M \ A contient I'intersection d’'une famille
dénombrable d’ouverts denses. Ceci équivaut a dire que A est contenu dans
Punion d’une famille dénombrable de fermés dont aucun ne contient de
boules. Si A n’est pas maigre, on dit aussi qu’il est de seconde catégorie.
Si (M, d) est complet, le théoréme de Baire implique que M n’est pas maigre.

6.3 Théoréeme de la borne uniforme de Banach-
Steinhaus.

Soient desevn X et Y surF, Z C X et I' C L(X,Y). Si Z n’est pas maigre et
si, pour tout z € Z, sup{||T'z|| : T € I'} < oo, alors sup{||T|| : T € I'} < 0.

Démonstration. Pour n € N, ’ensemble

Dy, :={x € X :sup [|[Tz|| < n} =Nrer{z € X : ||Tz| < n}
Tel
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est fermé. De plus Z C UpenDy,. Comme Z n’est pas maigre, il existe n € N
tel que D,, contient B(Z,€) pour certains & € X et € > 0. D’ou

|z —Z|| <€/2=sup{||Tx|:T eI} <n,

et donc
sup{[|Tul| : T € T', J|ul| < 1}
= sup{HT (x—x)” :Tel, |lz—z| < 6/2}
€/2
2
< osw{|[Te| +[|T2]: T €T, |lo - 2] < e/2}
2
< —(up{|[Tz]: T € I'} +sup{|[Tz]| : T €T, [lz — 2| < ¢/2})
4an
< =
€
Ceci montre que suppcr [T < 4n/e < oo. O

6.4 Remarque.

Si X est complet, on peut choisir Z = X dans le théoreme 6.3 (cf §2).

6.5 Convergence ponctuelle, convergence forte et
limite forte.

Soient des evn X et Y sur IF, et {7}, }neny C L(X,Y). Si {T,z} C Y converge
pour tout x € A C X, on dit que la suite {T},} converge ponctuelle-
ment sur A. Si la suite {T},} converge ponctuellement sur X, on dit qu’elle
converge fortement. Dans ce cas, on peut définir Tz := lim,, o T pour
tout x € X. Alors T : X — Y est un opérateur linéaire, mais pas forcément
borné. Il s’appelle la limite forte de {7}, }. Si ||T;, —T'|| — 0 pour un certain
T e L(X,Y), on dit que {7}, } converge (uniformément) vers 7.

Remarque : La terminologie “convergence forte” a déja été utilisée, mais
dans un sens différent, au paragraphe 5.20.
6.6 Exemple.
Soient X = 1!, Y =TF (c’est-a-dire que L(X,Y) = (I1)*), et
Tp& := &, pour tout n € Net € € IL.

Alors lim,, ;00 Tné = 0 pour tout & € I! et ||T},|| = 1 pour tout n € N. Ainsi
{T, } nen converge fortement, mais pas uniformément, vers 0 € L(X,Y).
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6.7 Théoreme.

Soient des espaces de Banach X et Y sur F, et {T},},eny C L£(X,Y). Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) {T},} converge fortement ;

(2) {T,} converge fortement vers un certain T € L(X,Y) et |T| <
liminf,, o |70l ;

(3) sup,en |70l < oo et il existe un sous-ensemble dense D C X tel que

{T,,} converge ponctuellement sur D.

Démonstration. (1) = (2) : Le principe de la borne uniforme nous assure
que sup,ey || Tn|| < oo. Posons Tz := limy,_,o Tz pour tout € X, ce qui
définit une application T : X — Y qui est clairement linéaire. De plus, pour
tout x € X tel que x| <1,

[Tzl = | lim Toz| = lim {|Tz]] < liminf([|T|[[[l])
n—o0 n—o0 n—00
< liminf ||T,,]].
n—00

Ainsi T € L(X,Y) et ||T]| < liminf, o0 [|T]]-

(2) = (3) : Par le principe de la borne uniforme, sup,,cy |77 || < oo et on
peut choisir D = X.

(3) = (1) : Soient x € X et € > 0. Pour m,n € Net z € D, on a

| Tmx — Tl | Tz — Tinz|| + | Tz — Tnz|| + || Tz — Tnx|

<
< NTnllllz = 2l + (| Tz — Toz|l + |1 Tallllz — |-
Choisissons z € D tel que

€/3
1+ supgep || Tk’

Iz — 2| <

et N € N tel que ||[T),z — Tp,z|| < €/3 pour tout m,n > N (possible car
{T,z}nen converge et est donc de Cauchy). D’on

€ € €

pour tout m,n > N. Ceci montre que {7, z},en est de Cauchy et donc
converge dans ’espace de Banach Y. O

o8



6.8 Rappel.

Soit un evn X sur F. On dit que la suite {p,} C X* converge faiblement*
vers ¢ € X* si pp(z) = ¢(z) pour tout z € X.

On note alors ¢, ks © ou @, — .

6.9 Théoreme.

Pour un espace de Banach X et une suite {¢,} C X*, les affirmations sui-
vantes sont équivalentes :
(1) {en(x)} converge dans F pour tout x € X ;

whk*

(2) Il existe ¢ € X* telle que ¢, — ¢ et [|¢||x+ < liminf, o ||nllx=;

(3) sup,en |l¢nllx+ < oo et il existe un sous-ensemble dense D C X tel
que {¢n(z)} converge pour tout z € D.

Démonstration. Découle du théoréme 6.7. OJ

6.10 Exemple : intégration numérique.

Soient —oco < a = t(()n) < tgn) < .. < t,(ln) = b < oo pour tout n € N.
Pour tout u € C([a,b],R) et n € N, considérons 'algorithme d’intégration

numérique suivant :
b
[ uttrat = on(w) + )
a

olt pp(u) =Y 1, c,gn)u(t,gn)). Les c,(cn) € R sont des coefficients indépendants
de u, et r,(u) est le reste. Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

(a) limy o0 mn(u) =0 Yu € C([a,b],R);

(b) SUPpen Y peo \c,(gn)\ < o0 et limy, 00 7 (p) = 0 pour tout polynéme
p € C([a, b], R).

Démonstration. Posons X = C([a,b],R) muni de la norme ||.||o et vérifions
que @y, € X* avec [|pal| = S7_ le”)].

Pour tout u € X, gn(u)| < S0 el |[[ufl oo et donc @, € X* avec [[@n]| <
g Iy

En choisissant pour u la fonction continue w, : [a,b] — [—1,1] affine sur
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chaque intervalle [t;g"),tﬁ)l] (k € {0,...,n — 1}) et telle que wn(tgl)) =
sgn(c,(gn)) € {—1,0,1} (pour tout k € {0,...,n}), on obtient

n

3 16| = @nwn) < lealllwnllos < llonll
k=0

et donc [l = 5o lel™).
(a) = (b) : Découle du principe de la borne uniforme (§6.3 avec Y = R);

(b) = (a) : Comme le point (3) du paragraphe 6.9 est vrai (grace au
théoreme d’approximation de Weierstrass), le point (2) de ce méme para-

graphe affirme qu’il existe un ¢ € X* tel que ¢, wh . Pour tout polynome
p € C([a,b],R), on obtient

b b
o) = Jim on(p) = [ plo)dt — tim ralp) @ [ pitrar.

D’autre part, la fonctionnelle linéaire u — fab u(t)dt, définie pour tout u €

X, est bornée et donc continue. Par densité, p(u) = f;u(t)dt et donc
limy, 00 7 (u) = 0 pour tout u € X. d

6.11 Le théoreme de I’application ouverte.

Soient des espaces de Banach X et Y sur F, et soit T € £(X,Y") surjectif.
Alors I'image par T' de tout ouvert U dans X est un ouvert dans Y.
La preuve s’appuie sur le résultat suivant.

6.12 Théoréme préliminaire.

Soient X, Y et T comme ci-dessus. Alors il existe ¢ > 0 tel que By (0,¢) C
T(Bx(0,1)).

Démonstration. Premieére partie : preuve qu’il existe ¢ > 0 tel que By (0, 2¢) C
T(Bx(0,1)).

Par la surjectivité de 7', Y = UpenT(Bx (0,n)) et donc Y = U,enT'(Bx (0, n)).
Comme Y est complet, il n’est pas maigre (théoréme de Baire, cf § 6.2) et il
existe donc n € N tel que T'(Bx (0, n)) contient une certaine boule By (y, 4cn)
avec y € Y et ¢ > 0. D’ou

By (0,4cn) = {z—y:z € By(y,4cn)}
C {z1—22: 21,22 € By(y,4cn)}
C {21 —22:21,22 € T(Bx(0,n))}
C {z1—22:21,22 € T(Bx(0,n))}

C T(Bx(0,2n)),
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et By (0,2¢) C T(Bx(0,1)), par homogénéité de la norme.

Seconde partie : preuve que By (0,¢) C T(Bx(0,1)).

Par homogénéité de la norme, pour tout n € N U {0}, By (0,27 "¢) C
T(Bx(0,277~1)) et donc

Vy € By (0,27"¢), 3z € Bx (0,27 Y tel que |ly — Tz|| < 27" te. (P,)

Choisissons yp € By (0,c¢) quelconque et trouvons & € Bx(0,1) tel que
T% = yo. En appliquant (FPp), on obtient qu'il existe un xg € Bx(0,1/2) tel
que |lyo — Txol| < ¢/2. Posons y; = yo — T'zo. En appliquant (P;), il existe
un 71 € Bx(0,1/4) tel que ||y1 — T'z1]| < ¢/4. Posons y2 = y1 — T'xy.

En continuant de cette maniere, nous obtenons deux suites {zy }n>0 C X et
{Yn}n>0 C Y telles que

Yni1 = Yo — Ty, znll <2777 et [lynll < 27"¢ (VR > 0).

Vérifions que {>_}_, Zk }n>0 est une suite de Cauchy. Pour € > 0, soit N € N
tel que 27V~1 < €. Pour tout m > n > N, on a bien

m n m m

I S I DO E o ot

k=0 k=0 k=n+1 k=n+1
oo oo
k=n+1 =0

= ol <o N-1 ¢

Comme X est complet, {d ) xr}n>0 converge vers un certain &. Nous
obtenons

n n
Ti: = nh—{goTkZ_Oxk = lim kz—(](yk — Ykt1)

= lim (Yo — Yn+1) = %o

n—oo

et
n n
21 = Tim > @kl < lim Y flal]
n—oo n—oo
k=0 k=0

oo
< Y oohl=1
k=0
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Suite du § 6.11 : preuve du théoreme de I’applica-
tion ouverte.

Démonstration. Soit un ouvert U C X. Choisissons yo € T(U) quelconque
et xg € U tel que Tzg = yg. Comme U est ouvert, il existe r > 0 tel que
Bx (zg,r) C U. Par le théoreme 6.12, il existe un ¢ > 0 tel que By (0, cr) C
T(Bx(0,7)) et donc

By (yo,7¢) = {yo+y:y€ By(0,r¢)} C{Txo+ Tz :2z € Bx(0,r)}
= T(Bx(xg,7)) C T(U).

Ceci montre que T'(U) est ouvert. O
Remarque : Si (X, 7) et (X', T7) sont des espaces topologiques, f : X — X’
est dit ouverte si f(U) € T’ pour tout U € 7.

6.13 Théoreme de l’'inverse borné.

Soient des espaces de Banach X et Y sur F, et soit 7' € L(X,Y) bijectif.
Alors T71 € L(Y, X).

Démonstration. Clairement, S := T~ :Y — X est linéaire. Il est continu
car, pour tout ouvert U dans X,

STHU)=T(U)
est ouvert dans Y d’apres le théoreme 6.11. ]
6.14 Corollaire.
Soient des normes || - ||1 et || - ||2 sur un espace vectoriel X # {0}, telles que

(X, |l1) et (X,]|||2) sont des espaces de Banach.
S’il existe C' > 0 tel que

Vo e X [[zfl2 < Cllz[|1
alors il existe D > 0 tel que

Vo € X [[z]ly < Dllzllz -
Ainsi les normes || - ||1 et || - ||2 sont équivalentes.

Démonstration. Définissons T de (X, ||-]|1) dans (X, ||-||2) par Tz = x pour
tout « € X. Clairement 7" est une bijection. De plus

[|Tz||2 = ||x|]2 < C||x||1 pour tout z € X,
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ce qui montre que T est borné. Par le Théoreme de I'Inverse Borné, T~ est
borné de (X, || -||2) dans (X,|| - ||1). Pour tout € X, on obtient

[lof[r = 1T~ [y < 1T~ []]]2

et on peut donc choisir D = ||T~!||. Comme T~ # 0, D > 0. O

6.15 Graphe d’un opérateur.

Soient des espaces vectoriels X et Y sur F, et un opérateur linéaire 7' : X —
Y. Le graphe de T est défini par

GT)={(r,y) e X xY :y=Tuz}.

6.16 Ewvn produit.

Soient des evn X et Y sur F. Le produit cartésien X xY muni de ’addition
et de la multiplication par un scalaire de la maniere suivante est un espace
vectoriel :

(x1,91) + (22, 92) == (x1 + 22,51 +v2) , alz,y) = (ax, ay).

Nous munissons X x Y de la norme ||.||xxy définie par

1@, )l xxy = [lzllx + [lylly-

Si X et Y sont complets, alors (X X Y, ||.||xxy) 'est aussi (le vérifier!).

6.17 Théoréme du graphe fermé.

Soient des espaces de Banach X et Y sur F, et soit un opérateur linéaire
T:X =Y. Alors T € L(X,Y) si et seulement si G(T') est fermé dans
X xY.

Démonstration. 1) Supposons tout d’abord que T' € L(X,Y) et considérons
une suite quelconque {(zy, yn) fneny € G(T') qui converge vers (z,y) € X XY,
autrement dit ||z, — x| x + ||yn —y|ly — 0. Ceci implique que ||z, —z|x — 0
et ||lyn — ylly — 0. Comme T est continu (cf §3.4) et x,, — = dans X, nous
obtenons que
Tr = lim Tz, = lim y, =y,
n—o0 n—o0

et donc (z,y) € G(T'). Ceci montre que G(T') est fermé.

2) Supposons maintenant que G(T') est fermé. Alors (G(T), |.||xxy) est
un espace de Banach (car G(T') est fermé et X xY" est complet ; voir 'exercice
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3 de la série 1). L’opérateur linéaire P : G(T') — X défini par P(z,Tx) :=x
est borné :

V(z,Tx) € G(T) [|P(x,Tz)|x = llzlx < llzllx + [Tzlly = |[(z, T2)llxxv,

et bijectif. Par le théoreme de l'inverse borné, il admet un inverse P~! dans
L(X,G(T)). Nous obtenons alors, pour tout x € X, que

Tzlly < llzllx + 1 T=lly = [I(z, T2)| x xy

= [P zllxxy < [P7Hllz]lx,

et donc T' € L(X,Y). O

6.18 Définition : opérateur fermé.

Soient des evn X et Y sur I, et un opérateur linéaire T': X — Y. T est dit
fermé si G(T) est fermé dans l'evn X x Y.

6.19 Définitions.

Soit un espace vectoriel X et soient des sous-espaces vectoriels Y et Z. Si
chaque = € X s’écrit d’une maniere unique

r=y+zavecy €Y et z € Z,

on dit que X est la somme directe de Y et Z, noté X =Y & Z. Y est dit
étre un complément de Z et vice versa.
Si X =Y & Z, les applications P: X — X et ) : X — X définies par

(r=y+zavecyeYetzeZ) e (y=Pret z=Qx)

sont linéaires. Elles sont appelées les projections sur Y et Z respectivement.
Elles vérifient I = P+ @Q, ou I : X — X est I’application identité. Comme
Py = y pour tout y € Y, on obtient P(Pz) = Px pour tout z € X et donc
P? = P. On dit que P est idempotent (Q 1'est aussi).

D’une maniere plus générale, si Y et Z sont deux sous-espaces vectoriels
quelconques de X, on définit le sous-espace vectoriel

Y+Z:={y+z:yeY,zeZ}

(la somme de Y et Z).
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6.20 Théoreme.

Soit un espace de Banach X et soient deux sous-espaces vectoriels fermés
Y et Z tels que X =Y + Z (somme pas nécessairement directe). Alors il
existe 8 > 0 tel que

VeeX dyeYdzeZ (z=y+z [yl < Bl et [[2]] < Bll=])).

Démonstration. Notons la norme sur X par ||z||, munissons Y et Z de la
norme || - || et Y x Z de la norme ||(y, 2)|lyxz := ||[y|| + ||2]|- Comme Y et
Z sont fermés dans I'espace complet X, Y et Z sont des espaces de Banach,
et Y x Z aussi.

Soit l'opérateur linéaire T': Y x Z — X défini par T'(y,z) = y + 2. Il est
borné car

T (s I = Ny + 2l < lyll + llz]] = [[(y; 2)|ly <z

Il est aussi surjectif car X = Y + Z. Par le §6.12, il existe ¢ > 0 tel que
Bx(0,¢) C T(Byxz(0,1)). Ainsi, si ||z|| < ¢, il existe y € Y et z € Z tels
que z =y + z et [|(y, 2)||lyxz = [|yl| + [|z|| < 1. En particulier, si |[z|| = §,
il existe y € Y et 2 € Z tels que @ = y + z et [|y|| + ||z]| < 2||z||. Par
homogénéité,

2
Vee X JyeY 3z € Z(x:y+z et [|ly|| + ||z]| < f|]x||)
C

On peut donc choisir g = % O

6.21 Corollaire.

Soient X,Y et Z comme au §6.20. Si de plus X = Y & Z, alors les
projections P : X — X et (Q : X — X correspondantes sur Y et Z sont
bornées.

Démonstration. Soit 8 > 0 donné par le §6.20. Pour tout x € X, le §6.20
assure qu'il existe y € Y et z € Z tels que z = y + 2, |ly|| < Bl|z|| et
l|z|| < Bllz||. Comme X =Y & Z, y et z sont uniques et valent Pz et Qz
respectivement. D’ou ||Pz|| < B||z|| et ||Qx|| < B]|z||. Ainsi P,Q € L(X) et
1P QI < 8. O
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