Solution diapositive

Définissons les événements :N = "la piéce est défectueuse” et pour
i=1,2,3, &= “la pidce a été fabriquée par M;".
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Théoreme de Bayes

Théoreme de Bayes Soient A C Q et {Bj}i—1,..n une partition
(éventuellement infinie dénombrable) de Q. Si Pr(A) > 0 alors on a, pour
touti=1,...,n,
_ Pr(B; ﬁA / PrA\B)Pr(B)
L Pr(A 1 Pr(A| B))Pr(B))
F k de \mta,\

= La formule de Bayes est tres S|mple mals tres utile, car elle permet

une ‘inversion du point de vue’ dont on a souvent besoin en pratique.

Exemple Pour dépister une maladie, on applique un test. Si la maladie
est présente, le test le découvre avec probabilité 0.99. Si la personne est
saine, le test le trouve malade avec probabilité 0.02. Sachant qu'en
moyenne un patient sur 1000 est atteint de la maladie, calculer la
probabilité qu'un patient soit atteint sachant que son test a été positif.
Comment améliorer ce resultat ? 84



Solution exemple Bayes

Soit M I'événement “le patient est atteint de la maladie”, M€ I'événement

complémentaire, et Al evenement ‘le résultat du test est posmf
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Types d’'indépendance

Les événements Ay, ..., A, sont indépendants si pour tout ensemble fini
d'indices F C {1,...,n} qui est non-vide, on a

ieF ieF

Pr (ﬂ A,-) = [ Pr(A).
Définition: Les événements Az, ..., A, sont conditionnellement

indépendants sachant B si pour tout ensemble fini d'indices
F C {1,...,n} qui est non-vide, on a

Pr (ﬂ A | B) =[] Pr(A; | B).

ieF ieF
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Exemples : indépendance conditionnelle

Exemple Une année donnée, la probabilité qu'un conducteur fasse une
déclaration de sinistre a son assurance est u, indépendamment des autres
années. La probabilité pour une conductrice est de A < p. Un assureur a le
méme nombre de conducteurs que de conductrices, et sélectionne une
personne au hasard.

(a) Donner la probabilité que la personne déclare un sinistre cette année

(b) Donner la probabilité que la personne déclare des sinistres durant 2
années consécutives

(c) Si la compagnie sélectionne au hasard une personne ayant fait une
déclaration, quelle est la probabilité que cette personne fasse une
déclaration I'année suivante ?

(d) Montrer que la connaissance qu'une déclaration de sinistre ait été faite

une année augmente la probabilité de déclarer un autre I'année suivante .
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2.2 Variables aléatoires
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Définition

Exemple : lancer de deux dés. On s'intéresse a la somme obtenue plutdt qu'au fait de
savoir si c'est le couple {1,6}, {2,5}, {3,4}, {5,2} ou plutét {6,1} qui est apparu.

Apreés avoir effectué une expérience aléatoire, on s'intéresse davantage a une fonction
du résultat qu’au résultat lui-méme—c’est une variable aléatoire.
Définition: Soit 2 un ensemble fondamental. Une variable aléatoire définie sur Q est
une fonction de Q dans R (ou dans un sous-ensemble H C R) :
X : Q— R
w— X(w),
ol w est un événement élémentaire.

L'ensemble H des valeurs prises par la variable aléatoire X peut étre discret ou continu.
Par exemple :

= Nombre de piles obtenus en n lancers d'une piece : H={0,1,...,n}.
= Nombre d’appels téléphoniques pendant une journée : H = {0,1,...}.
= Temps d’attente au M1 : H = [0, Tmax]-

= Quantité de pluie demain : H = R... %



Variables aléatoires discretes

Définition: Une variable aléatoire X est dite discréte si elle prend un nombre fini
ou dénombrable de valeurs. Dénotons x;,i = 1,2, ..., les valeurs possibles de X.
Alors la fonction

fx(x;)) = Pr(X = x;)

est appelée fonction de masse (ou fonction des fréquences). Le comportement
d'une variable aléatoire discréte X est complétement décrit par

= les valeurs xi, ..., xx (k pas nécessairement fini) que X peut prendre;

= |es probabilités correspondantes

fx(Xl) = Pr(X = Xl), 500 fx(Xk) = PI“(X = Xk).
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Fonction de masse

La fonction de masse fx satisfait :

» 0<fx(x) <1, pouri=1,2...
= fx(x) =0, pour toutes les autres valeurs de x.

. S flx) = 1.

Exemple On lance deux dés équilibrés. Trouver :
(a) la fonction de masse de la somme; (b) la fonction de masse du maximum.
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Solution (a)

L= (1)), (2/4)/(2/2)/,./(5/6%







Fonction de répartition (cas discret ou continu)

Définition: La fonction de répartition Fx de la variable aléatoire (générale) X est

/\ _—FX‘SX)_: Pr()\( < X), xeR. C“D/\(l\:/k\/\t

Elle a les propriétés suivantes :

- =

c -
= Fx prend des valeurs dans [0 1] 7 e —— L

Fr({j{é@é\{ Cr—- +—2

lim Fx(x)=0, lim Fx(x)=1
. Pr(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a)
= Pr(X >x)=1- Fx(x)

= Fx est contlnue a d>te et monotone non décroissante, avec

r

. —0 X 2(
= A X est discrete, alors X L
L@i < XJ"C Fx(x) = {z; }Pr(X = x),x €R. F)CCX) F

et (sauf certains cas pathologiques) Fx est une fonction en escalier avec des sauts
de taille fx(x;) en x;

Exemple Donner la fonction de répartition pour le maximum des résultats de deux dés.
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Quelques notations (cas discret ou continu)

Par la suite, nous utilisons les notations suivantes :

= Les variables aléatoires sont notées en majuscules (X, Y,Z, W, T,...).

= Les valeurs possibles des variables aléatoires sont notées en minuscules
(x,y,z,w,t,... € R).

= La fonction de répartition d'une variable aléatoire X est notée Fx.

= La fonction de masse (ou de densité dans le cas continu, cf plus loin) d'une
variable aléatoire X est notée fx.

= Ces derniéres sont notées F ou f s'il n'y pas de risque de confusion.

= X ~ F signifie “la variable aléatoire X suit la loi F, i.e., admet F pour
fonction de répartition”.

= XRF signifie “la variable aléatoire X suit approximativement la loi F".
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