Retour sur le maximum de vraisemblance

= Soient xi,...,x, des données supposées étre une réalisation d'un échantillon
s iid o .
aléatoire Xi, ..., X, ~ f(x;0) (densité / masse). La vraisemblance pour 6

est la fonction
L(0) = £(x1:0) X F(x2:0) x -+ x F(xa;0) = [ ] F(xi: 0).
i=1
] §ML satisfait
L(On1) > L(0)  pour tout ¢

= Interprétation : dans le cas discret, on maximise Pryg(X; = x1,..., X, = x,)

= |l est plus facile de maximiser £(0) := log L(6), souvent en résolvant
dl(0)/df = 0, et vérifiant qu'il s’agit bien d'un maximum
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La vraisemblance est une fonction aléatoire

Fonctions de vraisemblances correspondantes a 50 échantillons de taille
n = 40. La vraie valeur est 6 = 0 et les 50 maxima sont en rouge.

173



Distribution asymptotique/approximative de O,

= Dans des modeles “réguliers" (normal, exponentiel, Poisson, ...) on a
¢(Or) =0

= Comme /() est une somme de variables aléatoires iid, le théoreme
central limite s'applique

= Grace 3 la méthode delta Oy, "X N(6,1/1,(6)) avec I'information
de Fisher

In(0) = —Eo(£"(6)) = Eo(Jn(6)),  Jn(6) = —£7(0)

1/1,(0) est la variance asymptotique de OnL, 1,(0) est la courbure
= L’information observée est J,,(gML)
= Attention! Certains modéles, tel que U0, 6], ne sont pas réguliers

Exemple xi, ..., x, réalisations d'une loi exp()\) avec densité
Ae (x> 0), A >0
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Exemple xq, ..., x, réalisations d'une loi exp(\) avec densité
Ae™M(x >0), A>0
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3.2 Estimation par intervalle
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Les intervalles de confiance

Un élément clé de la statistique est de donner une idée de I'incertitude d'un constat

Soit # un paramétre inconnu, et soit 8, = 1 une estimation de 6 basée sur y1,...,yn

= si n=10° on est beaucoup plus siir que 0 ~ G que si n=10

= pour exprimer ceci on aimerait donner un intervalle qui serait plus large quand
n =10 que quand n = 10°, pour expliciter I'incertitude liée 3 G,

Définition: Soient Y = Yi,..., Y, des données issues d'une loi F de paramétre 0 € R.
Un intervalle de confiance (IC, ‘confidence interval’ en anglais) (L., U,) pour 0 est une
statistique sous forme d'intervalle qui contient 6 avec une probabilité spécifiée 1 — o

Pro(Lhn <0< U)=1-« Vo

= 1—ae€(0,1) est le niveau, souvent o € {0.05,0.01,0.1}

= Les bornes L, = L,(Y), U, = Un(Y) sont des statistiques et non pas des inconnus
= Un IC bilatéral, de la forme (L,, Uy,), est le plus souvent utilisé

= Un IC unilatéral a droite est (—oo, U] tel que Prg(Us > 0) =1 —«a

= Un IC unilatéral a gauche est [L,,c0) tel que Prg(L, <0)=1—-«
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Interprétation d’un intervalle de confiance

= (Lp, Up) est un intervalle

aléatoire qui contient 0
avec probabilité (1 — «)
= Si on répete |'expérience
avec d'autres données,
on aura un autre
intervalle de confiance

= Nous ne savons pas si
notre IC contient 6, mais
cette procédure nous
fournit une garantie
statistique que cet

RIS

événement a une
probabilité (1 — «)
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Construire un IC dans le cas normal

= Soient Yi,..., Y, N(p, 1), et
— =
=52
=1
la moyenne de I'échantillon. On a Y, ~ N(p1,1/n) et donc

Zo = n*(Y, — ) ~ N(0,1)

a une distribution qui ne dépend pas de . On obtient

Pr#(Yn Z— (x/2<H<Y + Z1— a/2 =ill—a
n /n

avec zg = ® () les quantiles de la loi A/(0,1)

= SiYi,..., Y, 5 N(u, %), et on connait o2, alors
z, 12(y, _
Zo (Yo p) N(0,1)
o o

et I'intervalle de confiance pour p est

Z1—a/2 Z1—a)/2
o, Y
Voo Vi 179

= La largeur | avec n, 1 avec o et avec le niveau (1 — «), car Pro(L, <0 < U,) t

Y, —
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Exemple On suppose que la résistance Y d'un certain type d'équipements
électriques est distribuée selon une loi normale avec 0 = 0.12 ohm.

Un échantillon de taille n = 64 a donné comme moyenne la valeur
¥n = 5.34 ohm.

Trouver un intervalle de confiance pour p au niveau 95%.
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Intervalle de Student

. iid .
= Soient Yi,..., Y, ~ N(u,0c?) avec o® inconnue

N Zl—« N Zl—a ' . .
. |Y,— 1ﬁ/2 o, Y+ lﬁ/za} n'est plus un intervalle de confiance

= On suppose n > 1 et estime o par

1 | —
Si=77 2 (=)
j=1

= On remplace o par S, : soit

Sn S /S2/o?

= Nominateur et dénominateur indép, leurs lois ne dépendent pas de (u, 02)

Tn:é:nl/27nfﬂ7 Zn/o'

= T, suit une loi de Student avec n — 1 degrés de liberté, T, ~ t,—1 , qui ne
dépend de 6 = (u, 0%). C'est une loi symétrique, on dénote les quantiles par t, 1,5

= L'intervalle de confiance qui en résulte est

7 th—11-a 7 th-11-a
Y, — Msn’ Y, + "—bilze/2 g

Vn Vn

= La largeur | avec n, 1 avec S, et avec le niveau (1 — «) 182



Exemple Pour déterminer le point de fusion p d'un certain alliage, on a
procédé a n = 9 observations qui ont donné une moyenne y, = 1040°

avec s, = 16°. On suppose que les données suivent une loi normale.

Trouver un intervalle de confiance pour p a niveau 95%.
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Intervalles de confiance pour i dans le cas normal : résumé

. iid .
Soient Y1, ..., Y, ~ N (i, 0?) avec p inconnu
= Pour o connue n1/2% ~ N(0,1) et on a les IC de niveau 1 — o

— I — Z1_q
|:Yn_ 1 /20.7 Yn+1/20:|
n

Jn

avec zs = ®1(3) les quantiles de la loi A/(0,1)

Y._u .
n1/2”s—” ~ t,_1 et on a les IC de niveau 1 — «
n

= Pour ¢ inconnue (et n > 1)

<7 th—1 1—a/2 ~ th—1 1—-a/2
Yp— ——6,, Yo+ ——°65,
oo B,V 4 2

— th_11_ — th—1.1—
Y, ——< Lo Sn, 00 ou —00, Y, + —=—2 L 28
vn Vn
avec t,—1 la loi de Student avec n — 1 degrés de liberté, t,_; 3 sont les
quantiles de cette distribution, S, définie a la diapositive 182.

tn—1 symétrique comme N(0, 1), mais quantiles plus grands : |t,—1,5| > |2z5], B # 1 184
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= Une fonction T(Yi,..., Ys, 0) dont la loi est connue et ne dépend
pas de 6 s'appelle un pivot
= Attention! Ce n'est pas une statistique car c’est une fonction de 0
= Sia<b,
a; =Pr(T <a), ax=Pr(T>b), a1+ar=ac]0,1]]
(souvent ag = ap = «/2) alors
Pro(a< T <b)=Pryo(T <b)—Pryo(T<a)=(1-m)—a1=1-«

= Si on peut isoler 8, on peut trouver des variables aléatoires L et U

telles que
Pro(L<O<U)=1-«

Exemples T, (diapositive 182), Z, (diapositive 179).
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Pivot : cas uniforme

Exemple Soient Y1, ..., Y, ~ U(0,0), M, = max(Y;). Alors
T(Y1,...,Yn0)= M,/0 est un pivot.
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Intervalles de confiance approximatifs

= En pratique la plupart des intervalles de confiance se basent sur des
approximations fournies par le théoreme central limite, étant de la

forme

(Lny Un) = (é\n Y, Vnzl—a/27 é\n + \/Vnzlfa/2)7

o~

ou V,, est une estimateur de vary(6,) dont la racine s'appelle erreur

type (standard error) de ,,. Sa réalisation vi/?

est aussi appelée
erreur type

= L’intervalle de confiance est approximatif dans le sens que
Pro(L, <6< U,) = 1—a, n— oo

= Dans des modeles réguliers, la variance asymptotique de On (voir
diapositive 174) est 1/1,(0), estimée par 1/J,,(§ML) et donc

(Ln, Un) = <5ML — 21 a2/ \/ In(OML), Ot + 210 ja/ Jn@ML))
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Exemple Soient Yi,..., Y, i Poiss(A), A > 0 inconnu. Trouver une
erreur type pour Ay, et ainsi donner un intervalle de confiance
approximatif de niveau 90% pour \.
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Exemple Soient Yi,...,Y, i U(0,0) avec € inconnu et
Y,=n1 J'-’Zl Y;. Utiliser le théoreme central limite pour trouver un
intervalle de confiance approximatif de niveau 95% pour 6.
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