EPFL PROBABILITES ET STATISTIQUE
AUTOMNE 2025 YOAV ZEMEL

CORRICE 7

Exercice 1. (a) Il s’agit d’une variable discréte, et pour une variable discrete on a

E(X] =) (- Pr(X =),

Ty

ou les x; sont toutes les valeurs que X peut prendre. Une variable Bernoulli peut prendre
les valeurs 0 et 1, et Pr(X =0) = 1 — p tandis que Pr(X = 1) = p. On obtient donc

EX]=1-p+0-(1—-p)=p.
Pour calculer la variance on utilise la formule
Var[X] = E[X?] — (E[X])%
Pour une variable discrete on a

EX%) =Y (af - Pr(X =),

Ty

donc
E[X)=1-p+0-(1-p)=p, et Var[X]=p—p?=p(1-p).

(b) 1l s’agit d’une variable continue, et pour une variable continue on a
E[Y] = /Ry -f(y) dy,

ou f est la densité de Y. Ici

1 1
5 5
EY:/ 5y5dy:[y6] =—.
= | i) =%
Pour calculer la variance on utilise la formule
Var[Y] = E[Y?] — (E[Y])?.

Pour une variable continue on a
E[Y?] = /sz - fy) dy,

donc ) .
2
0 77,7

(c) Il s’agit d’une variable discrete, donc

Z; =1 i=1
6

1 1+44+94+16+ 25+ 36 91
21 _ 2 N 2 L _
E[Z%] = é zi-Pr(Z—zZ)—;lz = 5 =%

91 49 35

Z] = E[ZY - (E[Z])?*=2 - — ==,

Varlz] = EIZY - (B[Z)? =5 - 2=
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(d) 11 s’agit d'une variable continue de densité f(w) = F'(w) = 4w > si w > 1, et f(w) =0
sinon. Donc

EW] = /Rw-f(w)dw:/loozlw—‘ldw:[_;lw—?)]oo:‘l

37
1
E[W? = /RwQ- (w)dw:/looélw_?’dw: [—;lw_Q]l =2,
\mW]:Ew%4wm%ﬂ_§:§

Exercice 2. X est une variable exponentielle. Il s’agit d’une variable continue, et pour une
variable continue on a

Elg(X)] = /R o(2) /() dz,

ou f(z) est la densité de X et g(z) est une fonction. En utilisant le fait que A > 2, on obtient

X1 _— x -z — . —(A-1=z — | _ —(A-1=z _
Ele”] /0 et e de =\ /0 e dz [ 4)\_16 L ST
EHJSﬂ = Ek”}:/“e%-M3de:Ax/ 602Mﬂ$:[_AA26@2m _
0 0 0
2
Var[eX] - F (eX)2 _ (EGX)2 _ A _ A

-2 (A-1)2

Exercice 3. (i). Ici Q = {(r,g) : r,g € {1,...,4}}, ainsi w = (r,g) et Pr(w) = 1/16 pour
chaque w € Q

(ii). On a somme et maximum
S(w)=r+g, M(w)=max(rg),

dont on répresente les valeurs possibles par le tableau ci-dessous, dans lequel s/m donne
les valeurs de S(w) et M(w) pour w = (1, g).

g
r 1 2 3 4
1 2/1 3/2 4/3 5/4
2 3/2 4/2 5/3 6/4
3 4/3 5/3 6/3 T7/4
4 5/4 6/4 T7/4 8/4
Leur loi conjointe est ainsi donnée par le tableau suivant, qui contient les valeurs de
fa,s(m,s) :
s
m 2 3 4 5 6 7 8
1/16 1/16 0 0 0 0 0 0
2/16 0 2/16 1/16 0 0 0 0
3/16 0 0 2/16 2/16 1/16 0 0
0

4/16 0 0 2/16 2/16 2/16 1/16




EPFL PROBABILITES ET STATISTIQUE
AUTOMNE 2025 YOAV ZEMEL

Les zéros sont utiles pour montrer une dépendance : par exemple Pr(M = 1,5 = 3) =
0 < Pr(M = 1)Pr(S = 3). Ainsi S et M ne sont pas indépendantes. Autre exemple :
Pr(M = 2)Pr(S =4) =3/16 x 3/16 # Pr(M =2,5 =4) = 1/16.

(iii). La fonction de masse conditionnelle de S sachant que M = 4 est
fs( M =4)=fs(6[M=4)=fs(7|M=4)=2/7, [fsB|M=4)=1/7,

et zéro pour s ¢ {5,6,7,8}.

(iv). La fonction de masse marginale de M est

(1/16, m =1,
3/16, m =2,
fr(m) =1<5/16, m =3,
7/16, m =4,
0, sinon.

Exercice 4. On a E[Z;] = (1/2)EY; + EY> = 1/2+ 2 = 5/2, EZ, = {EY; — JEY; =

2/2-3/2=-1/2 et EZ3 = (1/3)(EY; + EY2 + EY3) = 6/3 = 2. Pour X et Y indépendantes,

Var(aX + bY) = a? Var(X) + b2 Var(Y), et comme les Y; sont toutes indépendantes, cette

formule s’applique et VarZ; = VarY;/4 4+ VarYs = 1/4 4+ 2 = 9/4, VarZy, = (VarYs +

VarYs)/4 = (2+43)/4 =5/4 et Var Z3 = (1/9)(Var Y1+ Var Yo+ Var Y3) = (14+2+3)/9 = 2/3.
Pour les corrélations on calcule d’abord les covariances. On a

Cov(Z1,Zs) = Cov(Y1/24Y2,Y2/2—Y3/2) = Cov(Y1/2,Y2/2)+Cov(Ya, Y2/2)4+Cov(Y1/2,Y3/2)+Cov(Ya, Y3 /2

1 1 1 1 1
= 5 COV(Yl, Yé) + 5 COV(}/Q,YQ) + Z COV(Yl, }/3) + 5 COV(YQ,Yg) =0+ 5 Var(Yg) +0+0=1

De maniere similaire

Cov(Z1, Zs) = Cov(Yi/2 + Yo, Y1/3 + Ya/3 + Ya/3) — %VarYl + %VarYQ _ é + ; - g

et
1 1 2 3 1

Cov(Zy, Z3) = Cov(Ye/2 — Y3/2,Y1/3 + Y2 /3 +Y3/3) = 6VarY2 — gVarYg, =676 &

Donc les corrélations sont

COV(Z1 ZQ)
Cor(Zy,Zs) = ’ =1/1/9/4%5/4=4/3v5=4v5/15
(21, 22) /Var(Z,) Var(Zs) [VO/4x5/4=4f /
Cor(Zy, Z3) = CoviZi, Zs) _ _ (5/6)/1/9/4 % 2/3 = 5v/12/6\/18 = 5V/6/18
’ V/Var(Zy) Var(Z3)
COV(ZQ, Zg)
Cor(Zy, Z3) = = —(1/6)//5/4%2/3 = —/12/6V/10 = —v/30/30
\/Var(Z,) Var(Z3)
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Exercice 5. (a) On a bien f(z,y) > 0 pour tout = et y. De plus il faut que

/_:/_(:f(fﬂ,y)dxdy:l,

Dans notre cas l'ensemble A = {(z,y); f(x,y) > 0} est un peu compliqué, donc il faut
étre prudent en spécifiant les bornes des deux intégrales. En fait, I’ensemble A est la

1.0

y=1-x

04 06 08

0.2

0.0

I T T T T 1
00 02 04 06 08 10

partie grise sur le dessin ci-dessus. Donc, ona [ [ f(z,y)dzdy = fo f Y242y dx dy.

1 pl—y 1 1—y 1 72 1-y 1
/ / 24zy dxdy = / 24y (/ xd$> dy = / 24y [] dy = / 12y(1—y)?dy =1,
0 Jo 0 0 0 2 ]y 0

et on voit bien que f(z,y) est une densité.

:/_Zﬂx,y)dy

De nouveau, il faut étre prudent en spécifiant les bornes de I'intégrale. On a

La densité marginale de X est

0o 11—z
/ f(z,y)dy = / 2xydy = 122(1 — 2)* sizel0,1],
—00 0

et fx(z) = 0 sinon. Par symétrie on a également fy(y) = 12y(1 —y)? si y € [0,1] et
fy(y) = 0 sinon.

X et Y ne sont pas indépendantes car fx(z)fy(y) # f(z,y). En fait, on peut voir cela
directement de la forme de A. Si la région {(z,y); f(z,y) > 0} n’est pas rectangulaire,
les deux variables ne peuvent pas étre indépendantes.

Pr(X <Y)= // f(z,y)dx dy.
{(@y); z<y}

Pour calculer cette intégrale on veut intégrer 24xy dans la région ci-dessous.
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o _
e y=1-x
g -
<
o
S y=x

0.0

00 02 04 06 08 10

On obtient

1/2 ry 1 1-y
Pr( X <Y) = / / 24xydxdy—|—/ / 24xy dx dy
0 0 1/2Jo
1/2 21Y 1 271-y
= / 24y [:1;} dy+/ 24y [:1;} dy
0 2 ]y 1/2 2]

1/2 1
= / 12y3 dy + / 12y(1 — y)2 dy
0 1

/2
3 6 8 3 1
= T6+6—8+3—Z+§—T6—5,

ce qui peut étre aussi deviné directement par la symétrie du probleme.

(e) D’apres la définition on a

Pr(X <1/3,Y > 1/2)
Pr(Y > 1/2)

Pr(X <1/3|Y >1/2) =

Pour calculer Pr(X < 1/3, Y > 1/2) on integre 24xy dans la région ci-dessous.

y=1-x

x=1/3

y=1/2

00 02 04 06 08 1.0

00 02 04 06 08 10
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On a donc
2/3 ,1/3 1 pl-y
Pr(X <1/3,Y >1/2) = / 24a:ydxdy+/ / 24xy dx dy
1/2 Jo 2/3 Jo

2/3 22113 1 2214
= / 24y [] dy —|—/ 24y [] dy
1/2 2 | 2/3 2 ]

2/3 19 1
= / —ydy + / 12y(1 —y)* dy
1 2/3

/2 9
8 1 24 64 48 13
= ?7—8+6—8+3—§+2—7—8—1—a.
De plus,
1
6 8 3 5
Pr(Y >1/2) = 1201 —y)?dy=6—-8+3—-+- — — =,
(Y > 1/2) ﬁm y(1 - )% dy TR .
Donc
13x 16 104

Pr(X < 1/3|Y > 1/2) =

54x5 135
(f) Pour la densité conditionnelle de Y sachant X =z € (0,1), on a

Ixy(z,y) 24xy 2y

fY\X(y|x) = fX(w) - 12$(1 _ .%‘)2 o (1 _ 1.)2
pour 0 <y < 1—xzet fy|x(ylr) = 0 autrement.
(g) On a

E[X] = /OO zfx(x)dx = /1 1222(1 — z)%dz = 12 (% — % + %) = %

—00 0

De méme E[Y] = 2 par symétrie. Finalement,

o) 00 1 1—y
E[XY]:/ / zyf(z,y)dedy = /0 /0 2422y? dz dy
1

= /8(1—y)3y2dy

0

8 24 4 2
=3 0Ty 37
Donc
cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y] = = — = = _ 2
15 25 75

Exercice 6. (i). Nous avons

30
E(Y) = /0 t fy(t)dt

30
1
:/ ¢ —dt
o 30
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1 t3 30
L[
30 |3,

=30%/12 = 75.

Ainsi Iespérance de I'heure d’arrivée de Juliette est 21h05 et sa variance vaut 75 min?

(ii). La fonction de densité conjointe est fxy(z,y) = fx(2)fy(y) = 15 35 siz € [5, 15] et
y € [0, 30] (par hypothese d’indépendance). Ainsi :

15

15 30 1 9
Pr{X <V} = /5 @)y s = 755 [ 60— a)ae = 2.

(iii). Il faut calculer :

15 x+5 1 15 1
dyde = — 10dx = —.
/5 LS Ix () fy (y)dyda 300 /. =3

Exercice 7. Soient X1, X9, X3, X4 les temps de service des quatre clients, alors D = Xy +
X9+ Xg.

(i). E(D) =E(X;) + E(X2) + E(X3)=3-2=6.
Var(D) = Var(X;) + Var(Xz) + Var(X3) = 322 = 12 (indépendants).

(ii). Le service le plus court est décrit par la variable aléatoire min(X1, X, X3, X4), sa loi
se calcule de la facon suivante :

P{min(Xl,Xg,Xg,X4) < t} =1- P{min(Xl,Xg,X3,X4) > t}

4
=1-[[PIXi>t) =1 (e =1-e %
=1

Ainsi min(Xy, X2, X3, X4) ~ exp(2).




