EPFL PROBABILITES ET STATISTIQUE
AUTOMNE 2025 YOAV ZEMEL

CORRIGE 4

Exercice 1. (i). Soient M l’événement que la personne choisie est atteinte de la maladie,
et T; 'événement que le test ¢ € {1,2} sort positif. Par les données et 'indépendance

conditionnelle
Pr(M) = 0.001, Pr(TiNTs|M) = Pr(Ty|M) Pr(Ts|M) = —2 2 pyniam|are) = 22

T = 0. T =Pr r = —— r = —

: v ! 2 100 100’ ree 100 100
Par le théoreme de Bayes
Pr(M|TiNTy) = Pr(71 N 15[ M) Pr(M) _ 1000 100 100
Pr(T1 N I3[ M) Pr(M) + Pr(Ty N To[Me) Pr(M¢) — L 9999, 999 2 3
9801
= X071 >> 0.047.
9801 + 3996

(ii). La probabilité de T3 N Ty est le dénominateur ci-dessus, soit (9801 + 3996)/107 =
0.0013797. La probabilité de Ty est (99 + 1998)/105 = 0.02097 comme vu en cours. La
probabilité de T» est la méme. Comme Pr(71N7T%) > Pr(T) Pr(7?) ils sont dépendants;
si on teste positif, la probabilité qu’on est malade est bien plus grande que la probabi-
lité a-priori de 0.001, et donc la probabilité que le deuxieme test sort positif augmente,
c’est-a-dire Pr(T5|T1) > Pr(Ty).

Exercice 2. (a)
X:Q—-R; X (i) =1, i=1,...,6.

(b) Pour X ona H ={1,...,6}, pour Y ona H ={0,1}.
(¢) Pour X on a

; 1 2 3 4 5 6
flz)=Pr(X =) |1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Pour Y on a

T; 0 1
flx))=Pr(Y =x;) | 5/6 1/6

(d) Pour X on a

; 1 2 3 4 5 6
F(z;)=Pr(X <) | 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1

Pour Y on a

F(z;) =Pr(Y <z;) | 5/6 1

Dans les deux cas, on a, pour = € [z;,z; + 1), i =1,...,6, F(z) = F(x;).

Exercice 3. (a) Oui.

(b) Non, car la condition ), f(x;) = 1 n’est pas satisfaite.
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(c)
(d)

Oui.
Non, car f(z;) = Pr(X = z;) implique que 0 < f(x;) <1,i=1,...,11, ce qui n’est pas
le cas ici. Par ailleurs, la condition ), f(x;) = 1 n’est pas satisfaite.

Exercice 4. (a) On sait que ), f(z;) => 2 P(X =i)=1etona

;P(X:i):cgu—py:l_(l_p):p.

Il faut donc que ¢ = p.

Pr(X =0) =p(1-p)°’=p.
Pr(X>2)=1-Pr(X=0)-Pr(X=1)-Pr(X=2)=1-p—p(1—p)—p(l—p)?=
=(1-p)1-p-p(1-p)=01-p?*1-p) =(1-p)°

Par définition de la probabilité conditionnelle on a

Pr({XZn—i—m}ﬂ{XZn})'

Pr(X>n+m|X >n)= Pr(X > 1)

Remarquons que X > n + m implique que X > n. Donc {X > n+m} C {X > n} et
Pr({X >n+m}N{X >n}) =Pr(X >n+m). Par conséquent,

Pr(X >n+m)
r(X>n+m|X >n) Pr(X > 1)

Il nous reste donc a calculer Pr(X > k) pour £k =0,1,2,.... D’apres la loi de la variable
X,ona

[e%9) k—1 -1 '
Pr(X >k)=)» Pr(X =i)=1-) Pr(X =i)=1-Y p(l-p)' =1-(1-(1-p)*) = (1-p)*,

i=k i=0 i=
ou 'avant derniere égalité se trouve a l’aide de 'indication Zi':ol zt = 11:36;.
Donc,

Pr(X >n+m) (1—p)tm
Pr(X>n)  (1-p)

Pr( X >n+m|X >n) = =(1—-p)" =Pr(X >m).

Remarque : Cette loi s’appelle la loi géométrique. On 'utilise par exemple pour modéliser
la situation suivante : on réalise des essais indépendants, chacun avec la méme probabilité de
succes p. La variable aléatoire X qui compte le nombre d’essais jusqu’au premier succes suit
une loi géométrique de parametre p.

La propriété qu’on a démontré dans la partie (d) est caractéristique de la loi géométrique :

si on a déja observé n échecs, la probabilité d’en observer encore m ou plus est la méme que
la probabilité d’observer au moins m échecs des le début. On dit que la loi géométrique est
“sans mémoire” .

Exercice 5. (a) Non, car F'(z) = Pr(X < z) implique que lim,_,, F(x) = 1.

(b)

Oui.
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(¢) Non, car la fonction doit étre non décroissante.

Exercice 6. La loi de Bernoulli, Y ~ B(1/6).

Exercice 7. (a) La loi binomiale, X ~ B(n,p).

(b) Pour un systéme a 5 composants, la variable aléatoire X suit la loi B(5,p), et le systeme
fonctionne si au moins 3 composants fonctionnent. La probabilité que le systéme fonc-
tionne est donc

Pr(X > 3) = Pr(X = 3)+Pr(X = 4)+Pr(X =5) = (§>p3<1—p>2+<j)p4<1—p>+@p?

Pour un systeme a 3 composants, la variable aléatoire X suit la loi B(3,p), et le systeme
fonctionne si au moins 2 composants fonctionnent. La probabilité que le systeme fonc-
tionne est donc

Pr(X >2)=Pr(X =2)+Pr(X =3) = (;’>p2(1 -p)+ <§>p3.

On cherche p tel que

<§)p3(1 —-p)*+ <i)p4(1 —p)+ <§>p5 < @)pz(l o)+ <§>p3’

i.e. tel que
10193(1 — p)2 + 5p4(1 - D) +p° — 3p2(1 -p) —p¥>0.

On peut résoudre cette inégalité par exemple comme suit :

10p*(1 —p)* +5p*(1 —p) +p° = 3p*(L —p) —p* > 0

& (1-p)[10p(1 —p)+5p®> —3] +p> —p>0 (on a divisé par p* > 0)
& (1—p)[10p(1 —p) +5p° = 3] —p(1 = p)(1+p) >0

& 10p(1—p)+5p* =3 —p(1+p) >0 (on a divisé par (1 —p) > 0)
& —6p>+9p—-3>0

& 2p—-1)(-3p+3)>0

< (2p—1) >0 , car le fait que 0 < p < 1 implique que (—3p+3) > 0
& p>1/2

Exercice 8. Considérons les événements

C = laclé est dans le manteau court,

L = la clé est dans le manteau long,

V= la clé est dans la veste trench,
Tc = la clé est trouvée dans le manteau court,
T;, = la clé est trouvée dans le manteau long,
Ty = la clé est trouvée dans la veste trench,
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On sait que

PI‘(C) = Pc; PI‘(L) = D, PT(V) = Pv;
Pr(To|C) = ac Pr(TL|L) = oy, Pr(Ty|V) = .

La probabilité recherchée est donc

Pr(CNTE) _ Pr(TEIC)PH(C) ., (1—Pr(Tc|C)Pr(C) _ (1 - Pr(T|C)Pr(C) _

Pec — CcPe

Pr(C|T¢) = Pr(T§) 1-Pr(Te) 1-Pr(TenC) 1 - Pr(T¢|C)Pr(C)

* ici on a utilisé la formule des probabilités totales pour écrire Pr(T¢) = Pr(TcNC)+Pr(Te N
C€). Mais Pr(Tc N C¢) = 0, parce que Julie ne peut trouver la clé que dans la poche ou cette
derniere se trouve. Donc Pr(7¢) = Pr(Tc N C).

Exercice 9. Considérons les événements

O = le mathématicien a oublié son parapluie dans un magasin,

O; = le mathématicien a oublié son parapluie dans le i ®magasin, i=1,2,3,4.

Nous savons que

Pr(O;) =
Pr(0:|07) =*

Pr(Os]0$N0OS) =*

e i B e e o

Pr(0405N 05N 05) =*

* On ne peut oublier son parapluie dans un magasin que si on est entré le magasin avec le

parapluie.
Selon la formule de Bayes la probabilité cherchée est

Pr(0|04)Pr(Oy4) w  Pr(0Oy)

Pr(04]0) = Z?Zl Pr(0]0;)Pr(0;) - Z?:l Pr(0;)

** L’égalité découle du fait que Pr(0|O;) =1 pour i = 1,2,3,4.
Pour calculer Pr(Oz) on utilise la formule des probabilités totales :

Pr(0s) = Pr(0sN0¢)+Pr(02N01) =*** Pr(02N0%) = Pr(02]|0¢)Pr(0%) = Pr(02]|0%)(1—Pr(01)) =

“** Pr(O2 N O1) = 0, parce qu’on ne peut pas oublier le méme parapluie dans deux magasins

différents.
On calcule Pr(O3) et Pr(O4) de la méme maniere :

1 —aepe ‘

FSQE,
] Qo

Pr(O3) = Pr(03n(0$N05))+Pr(03n(01U0s)) = Pr(O5n(05105)) = Pr(03|0$n0S)Pr(05105) =

133 9

= Pr(05|05N05)Pr(O5|05)Pr(05) = Pr(05]05105) (1-Pr(02]05)) (1-Pr(01)) = 1 x5 x = =,
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PI“(O4) = PI‘(O4 N (Of N O; N Og)) + Pl“(O4 N (01 UOy U 03)) = PI"(O4 N (Of N Og N Og)) =
— Pr(04]05 N 05N O5)Pr(05 N 051 05) = Pr(04]0% MOS0 Pr(05]0% N O5)Pr(0% N OS)
1 3 3 3 27
- XS xS xZ=
4 4 4

= Pr(04]05 N 05 N O5)Pr(05]0% N OF)Pr(05]0%)Pr(0F) = S= o

Donc .
Pr(O4) 556 27

SLIPr(0) it ot ogtas 175




