EPFL PROBABILITES ET STATISTIQUE
AUTOMNE 2025 YOAV ZEMEL

CORRICE 13

Exercice 1. (i). La droite est y(z) = ay, + Bpz. En mettant = T, on trouve

y(fn) = an + ann = (yn - ann) + ﬁnfn = ?n

(ii). On a
n n ~ n ~ o~
rj = (yj — Yj) = ny,, —nan — Pn ij =ny,, — n(y,, — BnTn) — BnnT, = 0.
J=1 Jj=1 Jj=1
(iii). On a
n n n
ijrj = ij(yj —Qy, — En:cj) = ijyj — nTn (Y, — Enfn) — B\n Za:?
Jj=1 Jj=1 Jj=1

n n
= ijyj — NTnYp — Bn(z mJQ - nfi) =0,
=1

j=1
par la formule de Bn
(iv). On a

n n n n
S T =S @+ Bug) =n S 1y + B S riws = 040,
Jj=1 J=1 Jj=1 j=1

d’apres les parties 2. et 3.

Exercice 2. La corrélation entre une variable aléatoire X et une variable aléatoire Y est
Cov(X,Y)

v/ Var(X) x Var(Y)

son estimateur) est donc

définie par r = Son équivalent empirique (ou encore la réalisation de

>ici(@i —2)(yi — )
\/Z?zl(:vi —I)* x \/E?ﬂ(yz —9)?
D’apres le cours, on sait que la réalisation de ’estimateur de la pente de la droite de régression
s’écrit " -
8, = > iz (Ti — T)yi
= —=.
> i (@i — @)

Ainsi, en utilisant le fait que )" ;(xz; — ) = 0, on obtient

Sy (@ — D) — §)

r =

(1)

Bn:

> (@ — )2

La combinaison de (1) et (2) donne

Bn:'ﬁ

On trouve ainsi que Bn = 0.64/20/10 =~ 0.85. Le cours nous donne également que la réalisation
de l'estimateur de 'ordonnée a l'origine de la droite de régression est a, = y — 5,Z. On a
donc a, = —4.5.
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Exercice 3. a) D’aprés I’énoncé, on doit minimiser .. [y; — yo — B(x; — z0)]*. On a
donc

Oy lyi = w0 — Bz — w0l _
op

& 22 —yo — Blxi — 20)] (x5 — 20) = 0

Zzl( — 20)(yi — o)
>limy (@i — o)

& fB=

Par ailleurs on a

O* 30 i — yo — Blxi — 20)] _ 22

8,82 — xo > 0.

On obtient donc que le minimum est atteint pour

Zn (zi — 20)(yi — yo)
Z? 1 (@i — )2 ‘

b) Sil’on pose (xg,y0) = (Z,y), on obtient
i (@i —2)(yi — 9)
Zz 1 (xl - ‘%)2

On retombe alors sur 'estimateur de la pente de la droite de régression classique. En
d’autres termes, l'estimateur de la pente de régression classique correspond a la pente
qui minimise l’erreur de la droite de régression forcée a passer par la moyenne (Z, 7).

=

=

c¢) La réalisation de 'estimateur de la pente de la droite de régression calculée sur notre jeu

de données est B = ? = 0.71. La droite de régression est donc y = B:L‘ — Bmo +yo =
3.874+0.71z.

Exercice 4. a) On a
n

> (@i = Zn:xf - Zizn:a:i + nz2.
=1 =1

=1

Ainsi, en utilisant les données de 1’énoncé, on obtient Y 1 | (; — Z)? = 76.9. De méme,
ona > i (yi —y)* = 108.76. Enfin, on obtient

n

Z(x — ) szyl nyZ—:UZyl—l—n:Uy—’?Ql?

i=1

Maintenant, on rappelle que

> i@ — %) (yi — 7)
Zz 1( ‘T)z

f= et a =g — .
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Ainsi, on obtient les estimations B = 0.94 et & = —4.56. Finalement, on sait que
I’estimateur de la variance du bruit Gaussien 7 est

n
2 1

52 = > (¥ —a—bxy)*.

n— 24
i=1

Sa réalisation est donc 62 = 5.13.

b) On teste 'hypothese Hy : § = 0 contre Hy :  # 0 au niveau de signification de 1%. On
sait d’apres le cours que sous Hy

p
5 ~ tn—2 = t87
> (xi—7)?
o . . B
Ainsi on rejette Hy si | > 18,0995 = 3.355. On a
ez
> (wi—1)?

On rejette donc Hy en faveur de Hy : 8 # 0.

Exercice 5. a) Puisque PV? =C, on a
log(P) + vlog(V) =1log(C) et donc log(P) =log(C) — ~vlog(V).
En posant X =log(V) et Y = log(P), 'équation de la droite du modele linéaire s’écrit
Y =a+pX,

ou o = log(C) et B = —v. Nous souhaitons estimer les parametres « et 3.

b) On sait d’apres le cours que les estimateurs des parametres de la droite de régression
sont donnés par
_ iz Yi(zi — )
> i (@i — )
ou x; = log(v;) et Y; = log(F;),i =1,...,6. On trouve B =—14et &=9.66. Ainsi, on
a C =exp(&) =15677.78 et 4y = - = 1.4.
¢) On a § = log(p) = & + Blog(v). Ainsi, pour v = 100, on a p = exp(§)) = 24.85 kg/cm?.
d) Soit

3 et &=g— Az,

n

1

S? = > (Yi—a—bay)*.
n—2 —
On sait d’apres le cours que
b8
s 2
> i (zi—2)?

L’intervalle de confiance & 95% est donc donné par les bornes

. o
o= n—2,0.975,

dic (T —T)?

3
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ou

n

> (i — a— By).

i=1

Onad =~ 0.04, /> (xi — )2 = 1.05 et tp_20.975 = 2.776. L’intervalle de confiance
recherché est donc approximativement [—1.51, —1.29].

1
n—2

Q>
|

Exercice 6. (i). Notons d’abord que Y ! ,(z; — )y, = 0 et donc

S (@i = Tn)yi _ i (i~ Tn) (i —Tn) _ 20x6.26 o,
S (@i — Tn)? S0 (2 — T 20 x 2829~
Gn =Ty, — Buln ~ 18.34 — 0.22 x 34.9 ~ 10.662.

En:

(ii). Nous nous servons du fait que g; = a, + B\na:i et g, = an + ann pour obtenir

20 /o = \2 n L= )2
R = 2 i) i (BT g02 2829 g
Yt Wi — v X Wi — ) 2.85

La régression explique donc un peu moins de la moitié de la variabilité des (y1, ..., Yn)-

(iii). Les statistiques de test sont Bn/ @(B\n) et an/+/var(a,) et valent respectivement 4.4

et 5.65. Pour un test bilatéral au niveau 0.05, elles sont & comparer au (1—«a/2)-quantile
de la loi de Student avec n — 2 = 18 degrés de liberté, soit t1g.975 ~ 2.1. Nous rejetons
dans les deux cas I’hypothesse de nullité du coefficient.
Nous avons modélisé la hauteur par une fonction affine de la circonférence, il semblerait
évident que la droite passe par l'origine (un arbre admettant un diamétre proche de zéro
doit étre petit). Or, ’hypothése nulle a = 0 est rejetée. Les données mesurées indiquent
des arbres dont la circonférence varie entre 20 et 50 cm, les estimations des paramétres
du modéle sont valides pour des données dans l'intervalle [20,50]cm. La relation en
dehors de cet intervalle pourrait étre non-linéaire.

Exercice 7. (i). D’aprés les tableaux, la valeur estimée de a est a,, & —585.49, qui représenterait
le niveau de la mer en ’an 0. Son interprétation n’est donc pas tres intuitive (c’est tres
loin dans le passé).

La valeur estimée de [ est Bn =~ 0.359, et elle indique la hauteur en cm qui s’ajoute
chaque année.

(ii). En utilisant 1900 comme année de référence, on a
5 (i — 1900 — (T — 1900))(ys — F) _ 3324 (i — )i — Ta) _ 5
By = 20 2 - 20 = B

Y iz (i — Tp) Yoy (T — Tp)?

et

Au niveau du modéle on a la méme relation :
a+ fr=y—e= P+ Pi(x —1900),

et donc 51 = B et By = a+ 19005. Ainsi 51 = § a la méme interprétation alors que [y
indique le niveau en 1900 et non pas a ’an zéro, ce qui semble plus utile.
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(iii). Un intervalle de confiance & un niveau de 95% pour 8 a pour bornes
0.359 =+ t130,0.975 x 0.0385 ~ 0.359 + 0.076 ~ (0.283,0.435) cm/an,

et, forcément I'IC pour f; est le méme.
Cet intervalle ne contient pas 0, on peut donc rejeter I’hypothése que le niveau de ’eau
reste stable au cours des années avec un niveau de significativité 5% (ce qui est évident !)




