EPFL PROBABILITES ET STATISTIQUE
AUTOMNE 2025 HELENE RUFFIEUX

CORRIGE 7

Exercice 1. (a) Il s’agit d’une variable continue, donc par définition,

E[Y] = /Ryf(y) dy,

ou f est la densité de Y. Ici,

1 1
5 5
EY:/ 5y5dy:{y6] = —.
=/ i =%

Pour calculer la variance on utilise la formule
Var[Y] = E[Y?] — (E[Y])?.
Pour une variable continue on a
E[Y?] = / > f(y) dy,
R
donc

1 1
5 5 5 25 5
E[YQ]:/ 5y0dy = [97] =—, et VarlY] = - — — = —.
0 I P 7 36 252

(b) 11 s’agit d’une variable discrete, donc

1 1~. 16x7 7
E[Z] = Zzipr(zzzi):ZZEZGZzzﬁ =2

6
1 14+44+9+16+25+36 91
E[Z?] = 2Pr(Z = z;) = 22— _ =
[Z7] E z; Pr( Z;) ;:126 5 5
91 49 35
Zl = E[ZY - (E[Z])? == - — =,
Var|Z] [Z7] — (E[Z]) 5 1" 12

(c) 11 s’agit d’une variable continue de densité f(w) = F'(w) = 4w > si w > 1, et f(w) =0
sinon. Donc

e}

E[W? = /Rw2f(w) dw :/1 4w dw = [—3102}00 =2,

Var[W] = EW? - EW])?=2- "= %

Exercice 2. Par linéarité de ’espérance, on a

1 1 5
E(Z;]| = E[Vi] + E[Ys] = = 42 = >

[Z1] 5 [Y1] + E[Y3] 5+ 5

ot 1 1 2 3 1
E(Z,] = ~E[Va] — —E[Y] = = — = = —=.
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Pour X et Y indépendantes, Var(aX + bY) = a? Var(X) + b% Var(Y), et comme les Y; sont
toutes indépendantes, cette formule s’applique :

1 1 9

Var[Z;] = 1 Var[Y;]| 4+ Var[Ys] = il 2= 1

“ 1 2+3 5
Var(Zs] = Z(VMD@ + Var[Y3]) = 0 1

Pour la corrélation, on calcule d’abord la covariance. Par bilinéarité, et puisque les variables
Yi,i = 1,2, 3 sont indépendantes donc non corrélées, on a

1 1 1
Cov [Zl, ZQ] = Cov |:2Y1 + Y, 5}/2 — 2Y3:|
1 1 1 1 1 1
= Cov |:2}/17 2Y2:| + Cov |:Y2, 2Y2:| — Cov |:2}/17 2}/3:| — Cov |:Y2, 2Y3:|
1 1 1 1
= B COV[Y&, YQ] + B COV[YQ, YQ] 1 COV[Yl, YE},] 3 COV[YQ, Yg]

1
= 0+§Var[Y2]+0+0:1.

La corrélation est donc

Corl 2, 2y) = — VA2 ! N E
VVar[Z1] Var[Zs]  \/9/4x5/4  3V5
Exercice 3. (a) On a
30 30 1 1 tZ 30 30
ElY] = tfy(t)dt = t—dt = — |— =—=1
W= [ et = [Cegar- 5] =T s

et

30 30
1
Var[Y] =E(Y?) —E(Y)* = / 2 fy (t)dt — 15% = / tQ%dt — 15
0 0

1 t3 30
=3 [3] —15% = 30%/12 = 75.
0

Ainsi lespérance de 'heure d’arrivée de Juliette est 21h05 et sa variance vaut 75 min?

(b) La fonction de densité conjointe est fxy(z,y) = fx(2)fy(y) = t535 si @ € [5, 15] et
y € [0, 30] (par hypothese d’indépendance). Ainsi :

15 ,30 1 2
Pr(X <Y)= /5 fx(x)fy(y)dyde = 300 . (30 — z)dx = 3

(c) 11 faut calculer :

15 x+5 1 15 1
dyder = — 10dz = —.
/5 /I5 [x(z) fy (y)dydz 300 /. =3

Exercice 4. Soient X7, Xs, X3, X4 les temps de service des quatre clients, alors D = X1 +
Xo + X3.
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(a) E[D] = E[X1] + E[X5] + E[X5] = 3 x 2 = 6.
Var[D] = Var[X;] + Var[Xs] + Var[X3] = 3 x 22 = 12 (indépendants).

(b) Le service le plus court est décrit par la variable aléatoire min(Xy, X, X3, X4), sa loi se
calcule de la facon suivante :

Pr{min(X1, X, X3, X4) <t} =1 — Pr{min(X;, Xo, X3, X4) > ¢}
=1-Pr{X; >t,Xo>t,X3>1t, X4 >t}
4

=1-J]Pr(xi> 1)

i=1
4
=1- (e_%t> =1—e%,

ol la deuxieme égalité découle du fait que le minimum de plusieurs variables aléatoires
est supérieur a t si et seulement si toutes ces variables sont supérieures a ¢, et la troisieme
égalité découle de 'indépendance des X;.

Ainsi min(X1, Xo, X3, X4) ~ exp(2).




