EPFL PROBABILITES ET STATISTIQUE
AUTOMNE 2025 HELENE RUFFIEUX

CORRICE 13

Exercice 1. (a) La droite est y(x) = a+ Bz. En mettant z = Z on trouve
y(@) =a+pr=(y-F1)+pT =7

(b) On a

er:Z(yj—gj):ny—na—Eij:ny—n@—ﬁf)—gnfzo'

j=1 j=1 7=1
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j=1
N n
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par la formule de B .
(d) On a

Z?Jﬂ’y ZTJ(G‘FB%) :527“3'—1-3273%- =040,

d’apres les partles 2. et 3.

Exercice 2. La corrélation entre une variable aléatoire X et une variable aléatoire Y est
Cov(X,Y)

v/ Var(X) x Var(Y)

son estimateur) est donc

définie par r =

Son équivalent empirique (ou encore la réalisation de

ici(@i —2)(yi — )
Vi (@i — )% < /3 (v — 5)?
D’apres le cours, on sait que la réalisation de ’estimateur de la pente de la droite de régression
s’écrit "
B — Zz 1( — ‘T)yl )
> i (@i — 7)?
Ainsi, en utilisant le fait que Y1 ;(z; — ) = 0, on obtient

po i@ = D) —§)

r =

(1)

Zz 1( x)Q

La combinaison de (1) et (2) donne

On trouve ainsi que B = 0.64/20/10 = 0.85. Le cours nous donne également que la réalisation

de l'estimateur de I'ordonnée a ’origine de la droite de régression est a = § — Bi On a donc
a = —4.5.
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Exercice 3. (a) D’apreés I’énoncé, on doit minimiser » ;" | [y; — yo — B(z; — 0)]?. On a donc

O3 lyi — yo — Blai — xo))

03 -
& 22 — 4o — B(xi — wo))(xi — 20) =0
B Zi:l (i — x0)(¥i — yo)
@O N
Par ailleurs on a
0* S0 [yi — yo — Blas — o)) _22 . — 20)2 > 0.

032
On obtient donc que le minimum est atteint pour

Z?:l (zi — w0)(yi — yo)
Z?:l (zi — w0)? '

(b) Si l'on pose (z9,y0) = (Z,7), on obtient

b Yiz1 (@i~ 2)(yi —§)

> i (zi — )2
On retombe alors sur l'estimateur de la pente de la droite de régression classique. En
d’autres termes, ’estimateur de la pente de régression classique correspond a la pente qui
minimise l'erreur de la droite de régression forcée a passer par la moyenne (Z, 7).

B =

(c) La réalisation de l'estimateur de la pente de la droite de régression calculée sur notre jeu
24.75

de données est ﬁ =35 = 0.71. La droite de régression est donc y = Bm — Bl’o +yo =
3.87 4 0.71x.
Exercice 4. (a) On a
n n n
Z(ml —7)? = Zx? - 2:?23% + nz2.
i=1 i=1 i=1
Ainsi, en utilisant les données de I'énoncé, on obtient Y " (z; — Z)? = 76.9. De méme,

ona Y i (y; —y)*> = 108.76. Enfin, on obtient

n

Z(a: —I) szyz yZmZ—nyl—i—nxy—ml?

i=1
Maintenant, on rappelle que
b — Z?ﬂ(ﬂ?i —2)(yi — ¥)
i (i — 2)?
Ainsi, on obtient les estimations b=0.94 et G = —4.56. Finalement, on sait que I’estima-
teur de la variance du bruit Gaussien 7 est

[«xh}
_HI

eta=1vy

n

1 R
SQ:n_ZZ(Yi—&—ba:i)Q.

i=1

Sa réalisation est donc 62 = 5.13.
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(b) On teste 'hypothese Hy : b = 0 contre Hy : b # 0 au niveau de signification de 1%. On
sait d’apres le cours que sous Hy

b
= ~tp—g =ts,
2 i1 (@i—7)
L . b
Ainsi on rejette Hy si | > 18,0995 = 3.355. On a
ag

Dieq (2i—7)?
rejette donc Hy en faveur de Hy : b # 0.

Exercice 5. (a) Puisque PV7 =C, on a
log(P) + vlog(V) =log(C) et donc log(P) =log(C) — vlog(V).
En posant X =log(V) et Y = log(P), ’équation de la droite du modele linéaire s’écrit
Y =a+pX,

ou o = log(C') et = —~. Nous souhaitons estimer les parametres « et 3.

(b) On sait d’apres le cours que les estimateurs des parametres de la droite de régression sont

donnés par
= 2 i Vil if)
i (@i — 2)?
ou x; = log(v;) et Y; = log(F;),1 =1,...,6. On trouve B=—14eta=09.66. Ainsi, on a
C =exp(@) = 15677.78 et 4 = —3 = 1.4.
(¢) On a § = log(p) = & + Blog(v). Ainsi, pour v = 100, on a p = exp(f)) = 24.85 kg/cm?.
(d) Soit

et a=y— pz,

1 .
2 _ a7 N2
S° = n—QZ(K a—bx;)”.
=1
On sait d’apres le cours que
p—B

5 ~tp_2.
> i (wi—2)?

L’intervalle de confiance & 95% est donc donné par les bornes

R o
B+ ——1p—2,0.975,
Z?:l(xi —z)? !
ou
1 n

=1

On a g ~ 0.04, /> | (xi — )% = 1.05 et t,,_20.975 = 2.776. L'intervalle de confiance
recherché est donc approximativement [—1.51, —1.29].




