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Détails du cours

Cours mardi 13h15-15h00
Exercices lundi 09h15-10h00

Livres (open access!) de référence principaux :

Dalang & Conus, Introduction a la théorie des probabilités, PPUR
Panaretos, Statistique pour Mathématiciens, PPUR

Page web : moodle

Test midterm facultatif (bonus), formulaire manuscrit A4 recto autorisé
18 novembre, 13h15-15h00

Examen final écrit (formulaire manuscrit A4 recto-verso autorisé)

La note finale G sera calculée comme suit :

e F=06xF+0.4xmax{E, T}
o E = examen, T = test
e on arrondit F' pour obtenir G
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Introduction
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Quel est I'objectif de ce cours ?

En bref :

la quantification rigoureuse de l'incertitude

The scientist has a lot of experience with ignorance and doubt and uncer-
tainty, and this experience is of very great importance[...] in order to progress
we must recognize our ignorance and leave room for doubt. Scientific knowl-
edge is a body of statements of varying degrees of certainty — some most
unsure, some nearly sure, but none absolutely certain.

Richard Feynman

We may at once admit that any inference from the particular to the general
must be attended with some degree of uncertainty, but this is not the same
as to admit that such inference cannot be absolutely rigorous, for the nature
and degree of the uncertainty may itself be capable of rigorous expression.

Ronald A. Fisher

The object of rigor is to sanction and legitimize the the conquests of intuition,
>4 and there was never any other object for it.

Jacques Hadamard
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Incertitude : Probabilités et Statistique

L'incertitude peut avoir plusieurs sources :
© Erreur de mesure.
@ Chaos.
© Stochasticité intrinseque.
@ Données échantillonnées (on observe le particulier mais pas le général).
© Limites fondamentales a la précision.

On va encapsuler mathématiquement |'incertitude, peu importe la source !

Probabilités :
@ Le phénomene d'intérét est conceptualisé comme un modele probabiliste

@ On utilise le modele pour apprendre la probabilité des résultats possibles.

© La probabilité est le langage de la modélisation scientifique
Statistique :
@ Le phénomene d'intérét est conceptualisé comme un modeéle probabiliste
@ On utilise des données pour apprendre quelque chose sur le modéle.
© La statistique est le langage de |'expérimentation scientifique
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Quelques questions probabilistes

Quels sont les comportements typiques et atypiques de ce modele ?
(par ex. concentration de la mesure, moments, événements rares)

o Comment se comportent les fluctuations autour du resultat “typique”
(par ex. variance, phénomeénes limites centrés, grandes déviations)

Quel comportement ce modele prédit-il a grande échelle ou a la limite ?
(par ex. lois des grands nombres, transitions de phase, convergence)

Quelles propriétés structurelles ce modele présente-t-il ?
(par ex. ergodicité, symétrie, invariance, indépendance)

A quel point est le modeéle stable face a des perturbations de ses ingrédients ?
(par ex. classes d'universalité, stabilité sous dynamique)

@ Comment des composantes aléatoires interagissent-elles dans un systeme
complexe ?
(par ex. systémes de particules en interaction, champs aléatoires, percolation)
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Quelques questions statistiques

o Etant donnée plusierus modeles plausible, peut-on déterminer lequel a généré
les données 7
(estimation, choix de modele)

@ Les données sont-elles plus cohérentes avec un modele qu'un autre ?
(tests d’hypothése, discrimination)

@ Quel ensemble de modeles est cohérent avec un jeu de données donné ?
(régions de confiance, postérieurs bayésiens)

o Comment répondre au mieux a ces questions — et une réponse optimale
existe-t-elle ?

(optimalité/efficacité, admissibilité, taux de convergence)

o Comment peut-on quantifier |'incertitude dans nos conclusions ?
(lois d'echantillonage, écart type, distributions postérieures)

@ Quels sont les risques d’erreur — et comment peut-on les contrdler ?
(erreurs de type I/1l, mauvaise spécification du modeéle, robustesse)
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Soient Y7, ..., Y, les résultats du lancer de piece n fois, Y; =

Un modele plausible est que chaque résultat Y; a la méme probabilité 6 € [0, 1]
de’étre 0 ou 1, et qu'aucun résultat n'influence les autres. Questions de proba :

0 si face,
1 si pile.

Quelle est la probabilité de la séquence (0,0,0,1,0,1,1,1,1,1) en fonction de 8 ?
L'ordre des O et des 1 joue-t-il un rdle, ou observe-t-on une forme d’invariance ?
Quelle est la probabilité de I'apparition d'une suite de zéros de longueur k& (< n) ?

Si I'on continue a lancer indéfiniment, combien de suites de longueur k apparaitront
? Et combien de temps avant la premiere ?

Combien de fois une séquence spécifique (par exemple 0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0)
apparaitra-t-elle 7 Comment cela dépend-il de la valeur de 6 ?

Que dire de la somme des observations ? Quel est son comportement ? Comment
évolue-t-elle a grande échelle (n — o0) ?

Si I'on trace la courbe fp(t) = an E]LZJ(Y]- — 0), a quoi ressemblera-t-elle lorsque

n — 0o ? Quel rééchelonnement a, faut-il choisir ?

Et si I'on autorise les essais successifs a dépendre les uns des autres ?
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Etant donné un certain résultat pour n lancers — par exemple
(0,0,0,1,0,1,1,1,1,1) avec » = 10— quelques questions statistiques sont :
La piéce est-elle équilibrée ?

Quelle est une bonne estimation de la valeur de 8 a partir des observations ?
Quel intervalle de valeurs de 8 est plausible selon les observations ?

Quelle est I'erreur commise en tirant ces conclusions des observations ?

Comment nos réponses changeraient-elles si les observations étaient légérement
modifiées ?

Existe-t-il une solution “optimale” a ces problemes ?

Quelle est la sensibilité de nos réponses a des écarts au modele ?

Comment nos réponses évoluent-elles lorsque le nombre de lancers — oo ?
Combien de lancers faudrait-il pour obtenir des “réponses précises” ?

Est-ce qu'on peut juger si il y a une dependence séquentielle entre les résultats?

Si chaque résultat a sa propre probabilité de succes 8;, vaut-il la peine d'utiliser
I'ensemble des résultats pour estimer les 6;, ou faut-il traiter chaque résultat
séparément ?
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Cela parait simpliste 7 Peut déja produire des réponses surprenantes.
(par ex.: singe tapant Shakespeare, phénomene de Stein)

Et certaines de ces questions peuvent avoir une grande portée

Einstein/Wiener et le mouvement brownien (hypothése atomique)

Ising/. .. /Duminil-Copin et les systemes de particules en interaction (ferromagnétisme)
KPZ/ ... /Hairer et la croissance aléatoire de surfaces (croissance cristalline)
Michelson/Morley et I'éther luminifére (vitesse de la lumiére)

Higgs/. .. et son boson (modele standard)

... /Smoot/Mather et le rayonnement cosmique de fond (big bang)

Probabilité et statistiques en physique : six jalons

Mouvement brownien

7 B G g 10
Expérience déMhelson-Morley

— ook

Modgle d'lsing (20)
= gt

Croissance KPZ

"+
Découverte du boson de Higgs

Fluctuations du CMB
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Vers une définition mathématique de la probabilité

Pensons a la géométrie et contrastons |'approche descriptive vs prescriptive:
@ Mathématiques babyloniennes et égyptiennes
@ Systéme axiomatique formel d'Euclide

Il en va de méme pour la probabilité — des approches descriptives ont été tentées:

@ Laplace et le rapport cas favorables / cas totaux
@ von Mises et la fréquence relative a long terme
o Buffon et I'approche géométrique/symétrique
Dans les années 1930, le moment était propice — et les outils (la théorie de la

mesure) étaient disponibles :

The theory of probability as mathematical discipline can and should be
developed from axioms in exactly the same way as Geometry and Algebra

Andrei Kolmogorov
Foundations of the Theory of Probability (1933)

L'un des grands moments de I'histoire des maths — et méme de la science.
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Les elements de la probabilité

Dans la fondation axiomatique de la géométrie, nous avons :
@ des points
@ des droites et des angles droits
@ des cercles

Quelles sont les “choses” de la probabilité ?
@ Un ensemble 2 de tous les résultats possibles w
@ Une collection F d'observables possibles (événements) A C Q.
@ Une application P qui associe a chaque événement une valeur de probabilité.

Quels sont quelques desiderata ? Nous voulons :
@ que (2 soit sans restriction (dénombrable, non dénombrable, de dimension
finie/infini)
@ pouvoir formuler des propositions en combinant convenablement les
observables

@ que P respecte 'intuition de comptage/volume dans les espaces
dénombrables/non dénombrables.

Et, idéalement, comme les axiomes d'Euclide, nous voulons une liste minimale
mais suffisante d’axiomes permettant de générer une théorie riche.
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Espace Fondamental et L algebre des
Ensembles
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L'éspace fondamental Q et ses sous-ensembles

On s’interesse au resultat d'un processus dont le résultat est incertain — une
experience aléatoire.

Les résultats possibles, et toute affirmation les concernant doivent, étre exprimés
en termes de la théorie des ensembles.

@ Un résultat possible w est appelé un événement élémentaire.
@ L'ensemble de tous les résultats possibles €2, est appelé I'espace fondemental.
@ Un sous-ensemble A C Q de Q peut réunir plusieurs événements élémentaires.

@ Un sous-ensemble A C Q “est réalisé” (ou "se produit”) lorsque le résultat
de I'expérience appartient a A.
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Inclusion
A implique B < A C B (inclusion)

@ A est sous-ensemble de B, écrit AC B, lorsque w € A — w € B.

@ Si AC B etaussi AC B, alors les deux ensembles sont égaux, A = B.
@ Si A s'est realisé, alors il est necessaire que B s'est realisé aussi.

@ L'inclusion est transitive: si AC Bet BC C, alors AC C.

o Jet d'un dé: “obtenir deux” implique “obtenir un chiffre pair”

{2} €{2,4,6}
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Intersection

A et B < AN B (intersection)

@ L'intersection des ensembles contient tous les événements élémentaires
communs contenus dans les deux événements, et seulement ceux.

Equivalemment, w€ AN B si et seulement siw € A et w € B,

ANB={weQ:we Aetwe B}

@ Deux ensembles A et B sont dits disjoints (ou incompatibles) si leur
intersection est vide: AN B = 0 (ils ne contiennent aucun élément commun).

L'intersection est symétrique: AN B =BNA
@ Jet d'un dé: "obtenir un chiffre pair’ et “obtenir un chiffre premier”

{2,4,6}n{2,3,5} = {2}

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 16 / 300



Union

A ou B <+ AU B (union)

@ L'union contient tous les événements élémentaires contenus dans les deux
ensembles, tels qu'ils sont.

Equivalemment, w € AU B si et seulement siw € Aouw € B,

°
AUB={weQ:we Aouwe€ B}

e AUB=0 < A=0&B=0.

@ L'union est symétrique: AUB =BUA

o Jet d'un dé: “obtenir un chiffre pair’ ou “obtenir un chiffre premier”

{2,4,6}U{2,3,5} = {2,3,4,5,6}
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Complement

pas A < A° (complement)

@ Le complement de A, A€, contient tous les événements elementaires de 2
qui ne sont pas contenus dans A, et seulement ceux-3,

A={weQ:w¢ A}
@ Le complement de A sera vide (ou impossible), seulement si A = Q.
@ Evidemment: AUA=Q, AN A° =

@ Le complement reverse I'ordre: A C B <— A°¢ D B€.
@ Jet d’'un dé: pas “obtenir un chiffre pair”

{2,4,6}° ={1,3,5}

AC
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Différence

A mais pas B <> A\ B = AN B° (difference)

o La difference entre A et B, A\ B, contient tous les événements élémentaires
contenus dans A, sauf ceux qui sont contenus aussi dans B,

A\B=AnNB*
o La différence n'est pas symétrique en générale:
A\B=ANB*#BNA° =B\ A
o La difference A\ B sera vide, seulement si A C B
o Jet d'un dé: “obtenir un chiffre pair’ mais pas “obtenir un chiffre premier”

{2,4,6}\{2,3,5} = {4,6}
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Operations composées

Associativité:
e (AUB)UC=AU(B
e (ANB)NC=An(B

Distributivité:

uQC)
nC)

e (AUB)NC=(ANnC)u(BnCOC)
e (ANB)UC =(AUuC)N(BUC)

Lois de De Morgan:
e (AUB) = A°N B*
e (ANB)* = A°UB*

Lois de De Morgan générales:

¢ c

° (Uz‘zl Ai) = ﬂz‘zl Aj

° (ﬂizl Ai) = Uizl Af
(Notation: Ui>1 A, = A1 UA2U
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Operations limites

On vient de voir d'ensembles de la forme A; U Ay U...et A1 NAyN. ..
Par associativité, on peut les comprendre de maniére iterative:
@ |J;» Ai signifie: Ay ou Ay ou Aj...
@ ;> A signifie: Ay et Aj et As...
Equivalemment,
o we ;5 Aisietseulementsids>1:we A;.
® weE ()5 Aisietseulement siw e Ay, Vi > 1.
En général, ayant une suite {4, } monotone, on peut définir les operations limites:
o (suite décroissante) A1 C Ay = limy oo Ap = (1,51 4n
o (suite croissante )A,11 2 Ap = limy o0 Ay = U5 4n
Pour une suites générale {A,} non-monotone, C,, = ﬁjznﬁj est croissante en n
et D, = U;>,A; est décroissante en n, alors on peut définir :
“{A.} finalement” < liminf, Ay, = Up>1 Nj>p 45 =lim, 00 Cp

liminf, A, ={weQ:3In >1telquew € A;Vj > n}

liminf A, se réalise <— apart une sous collection finie, tous les A, se réalisent
“{An} infiniment souvent” < limsup, Ay, = Np>1 Ujsn A5 = lim, 00 Dy

limsup, A, ={w €Q:¥n >135 > n tel que w € A;}

lim sup A, se réalise <— tous les A, dans une sous-collection infinie se réalisent
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Un singe frappe au hasard les touches d'une machine a écrire, sans fin.

@ L'espace fondementale est I'ensemble des suites infinies de chaines de
caracteres A-Z.

o Chaque événement élémentaire est de la forme w = (wy, ws, -..) avec
wj € {A, . Z}

@ Définissons I'evenement que la néme “treizaine” soit TOBEORNOTTOBE:

An={w : wizm-1)+1 = T,w13(n—1)+2 = O,W13(n—1)+3 = B,W13(n—1)+4 = E,
w13(n—1)+5 = O,w13(n—1)+6 = B,w13(n—1)+7 = N,
W13(n—1)+8 = O:wls(n—1)+9 = T:wls(n—1)+10 =T,

W13(n—1)+11 = wals(n—1)+12 = wa13(n—1)+13 = E}.

o liminf, A, + “le singe finira par taper
TOBEORNOTTOBETOBEORNOTTOBE... sans fin"

o limsup, A, ¢ "le singe tapera TOBEORNOTTOBE une infinité de fois”

o Evidemment, on peut remplacer TOBEORNOTTOBE par une chaine de
caracteres finie de n'importe quelle longueur — par exemple I'ensemble des

ceuvres de Shakespeare.
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Observables

Dans des situations simples, on peut parfois observer directement I'issue exacte
d'une expérience aléatoire.

@ Exemple : lancer d'un dé parfait — on observe un entier de 1 a 6.

Mais dans beaucoup de cas, cela n'est pas possible :
o L'information révélée peut étre partielle.

@ L’appareil de mesure peut avoir une résolution limitée.

Cela signifie que les “observables” possibles ne sont pas toujours tous les
sous-ensembles de  (la puissance 2), mais plutdt une sous-collection F C 2.

(A est “observable” si, a 'issue de I'expérience, on peut savoir si A s'est réalisé)

Question : Toute collection F de sous-ensembles est-elle une “bonne” collection
d’observables ?
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Voici quelques propriétés naturelles que devraient respecter les observables :
@ (2 est toujours observable — quelque chose s'est produit !
@ Si on peut observer si A s'est réalisé, alors on peut aussi I'observer pour A°.
@ Si A et B sont observables, alors AU B et AN B le sont aussi.

Ces régles expriment une forme de stabilité algébrique : les observables devraient
former une algébre d'ensembles.

Mais on en veut souvent plus :

@ si on peut observer une suite dénombrable d'événements {A4,}°2,, on
souhaite aussi pouvoir observer I'union | J;.; A, ou I'intersection ()., Ay.

o Cela nous permettra d'observer les liminf/limsup, qui permettent de formuler
des propositions logiques non seulement finies, mais aussi plus élaborées —
comme “a partir d'un certain rang”, “une infinité de fois", etc.

Cela conduit a la notion de o-algébre — une collection stable par opérations
dénombrables.
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o-algebre

Definition (o-algebre)

Soit © un ensemble. Une c-algebre (ou tribu) F C 2% est une collection de
sous-ensembles de 2 telle que :

Q@ QeF

Q@ AcF = A°€F (stabilité par complémentaire)

Q {A}3n>1 CF = U, An € F (stabilité par réunion dénombrable)

Etant donnée une paire (2, F), on appelera les éléments w de Q des événements
simples et les éléments A de F des événements.

Remarques:

@ Par les regles de De Morgan, (3) implique qu’on a aussi la stabilité par
intersection dénombrable ({An}r>1 CF = (Nor; An € F).

@ Si on remplace (3) par ’ A BeF — AUBe¢ .7-", alors F est appelé une
algebre sur Q plutdt qu'une o-algebre.
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Remarques supplémentaires:
@ On peut définir plusieurs o-algebres différentes sur un méme Q.

o Parfois le choix de la o-algebre est imposé par ce que I'on est capable
d'observer.

@ Le choix peut dependre aussi de considerations mathématiques.
e Si 2 est dénombrable, on prend souvent pour F I'ensemble de tous les
sous-ensembles de Q.
e Mais si Q est non dénombrable (par exemple R), on ne peut pas faire ainsi —
cela mene a des inconsistances mathématiques (hors du cadre de ce cours).

Je lance deux dés simultanement, un rouge et un vert.

@ Quelle est la o-algebre la plus riche, disons F1?
o Et si je suis daltonien, quelle est ma o-algebre F37
@ J'informe mon colleague seulement du total. Quel est sa o-algebre F37
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Considérons I'espace 2 = {(r,v) : 7,v € {1,...,6}} (lancer de deux dés).

r\v ‘1/:1 v =2 v =3 v=4 v=>5 v =26
EE=N) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
=0 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
r=3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
r=4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
r=25 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
r=26 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Cas (a) : information compléete On observe I'issue exacte w = (7, v). = La tribu F1 est le plus
riche possible :
F1=29 |F|=2%

Cas (b) : perception symétrisée (daltonien) Impossible de distinguer (r, v) de (v, r) ; par
exemple (1,2) et (2,1) sont confondus. = Les observables sont de la forme

{3 UG, 9} ={(1), (5, 1)} ou {(3,2)}
Il'y en a 6(6 +1)/2 = 21 classes, donc |Fa| = 221,
Cas (c) : somme des dés seulement On connait seulement ¢ = r + v (valeurs possibles de 2 a
12). = Les observables sont de la forme Az := {(¢,7) : 1 +j =t} = Ui+j:t{(i’j)}' t=2,...,12.
Observons les At sont les 11 “antidiagonales” : {(1,1)}, {(1,2),(2,1)}, {(1,3).(2,2),(3,1)}.... .

Alors | Fa| = 211, Observez qu'on peut savoir la somme a partir de F2, mais on ne peut pas
savoir le résultat symetrisé a partir de F3 (car une somme de 4, peut &tre 242 ou 1+43...)

Ona: JFi1 D F2 D Fs3. Les o-algebres Fa et F3 représentent un appauvrissement progressif
de F1 — seules des questions moins précises peuvent étre posées ou résolues.
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Espaces de Probabilité
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Mesures de probabilité

Il existe de nombreuses propriétés souhaitables que I'on pourrait attendre d'une
mesure de probabilité.
@ Se comporter comme un volume (additivité sur les événements disjoints, et
monotonie).
@ Représenter la limite, a long terme, des fréquences relatives.
° ...

Certaines de ces propriétés sont si intuitives qu’elles ont méme été proposées
comme définitions de la probabilité — mais de telles tentatives ont historiquement
échoué a produire une théorie robuste.

La contribution de Kolmogorov a été d'identifier I'ensemble minimal d’axiomes
suffisant pour construire une théorie mathématique puissante et cohérente.
@ Ces axiomes permettent de démontrer des résultats profonds comme la loi
des grands nombres, en tant que théoremes.

Un autre avantage de cette définition est son neutralité interprétative :
@ Si vous croyez au hasard — tant mieux !
@ Sinon, vous pouvez tout de méme ['utiliser comme une mesure de

I'incertitude.
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Axiomes des probabilités

A.N. Kolmogorov (1933), “Foundations of the Theory of Probability”

Axiomes de probabilités

Une fonction de probabilité sur une pair (Q, F) composé d'un ensemble
fondamental 2 et une o-algebre de sous-ensembles de Q doit satisfaire:
Q Positivité : P(A) > 0 pour tout A € F.
@ Evénement certain : P(Q) = 1.

© o-additivité : pour toute suite {A,},>1 C F d'événements deux-a-deux
disjoints?,

Pl 4] =D P4,)

n>1 n>1

ac’est a dire A; N Aj = 0 lorsque 7 # 3.

Un triplet (2, F,P) satisfaisant ces conditions est appelé un espace de probabilité
ou une experience aléatoire.
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Proposition (propriétés fondamentales)
Pour tout espace de probabilité (2, F,P)
o Evénement impossible : § € F, P(@) =0
o Additivité finie : si A; N A; =0 pour ¢ # 7, alors P(UT_, 4;) = Y1, P(A,).
e Complémentaire : P(A¢) =1 —P(A) pour tout A € F.
e Monotonie : si Aj, Ay € F satisfont A; C Ay, alors P(A;) < P(A4z)
@ Formules de éxclusion/inclusion :
P(A; UAs) = P(A1)+P(As)— P(Ay N Ap)
P(A1 U A3 U As) = P(A1)+P(As) + P(As) — P(A1 N A2) — P(A1 N As) — P(A3 N As
+P{A1 N Ax N A3}

n

P(Ui, Ai) = Z:(fl)g+1 Z P(A;y N...NA;)

=0 1< <...<ig<g
e o-sous-addidivité: pour toute séquence {A,}, P(USZ, A,) < 507 P(4,).

e Continuité monotone : pour toute séquence {A,},

lim P(UL,4) =P(UR,4) & lim P(N7;4) = P(N2, 45)

n—o0
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Démonstration.

Evénement impossible : @ = Q¢ € F (car Q € F et F est stable par
complémentation). Comme QUPU ... =0, on applique la o-additivité et
positivité : 0 < P(0) = P(0) + P(0) +... = P(0) =0.

Additivité finie : On élarge la famille A,,..., A, en posant A; = ( pour j > n.
Ainsi, on a P (U2 4;) = > P(A;) mais pour j > n, P(A4;) =0, donc :

=1 j=1

P(A1U---UA,) =70 P(4))
Complémentaire : Comme Q = AU A°¢ avec AN A¢ = (), par additivité :

P(Q) = P(A) + P(A°) =1 = P(A°) = 1 — P(A)

Monotonie : Si A; C Ay, alors Ax = (Ay \ A1) U A;, avec (A2 \ A1) N A; = 0.
Donc :
P(Az) = P(A1) + P(Az \ 41) > P(A;)

Formules d'inclusion/exclusion : On écrit

A1 UAy; = (A1 \ A2) U (A1 N A3) U (Az \ Ar) En utilisant I'additivité finie :
P(Al U Az) = ]P)(Al \ Az) ar P(Al n Ag) ar ]P(Az \ Al) Mais

P(Al) = ]P(Al \ AQ) + ]P(Al n Ag), et IED(AQ) = P(Ag \ Al) + ]P)(Az n Al), d’ou
découle le résultat pour n = 2.
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Pour le cas n = 3, comme on a A; U Ay U A3 = A; U (AU A3),

P(A1 U A2 U A3) = P(A1) + P(Az U A3) — P(A1 N (A2 U 43))
= ( ) i IFD(AQ U Ag) P((Al n Ag) (Al n A3))
=P(A1) + P(A2) + P(A3) —P(A1 N A2)

—P(A1NA3) —P(A2N A3) + P((A1 N A2) N (A1 N A3g))

et observons que le dernier terme est P(A; N Ay N A3). La formule generale est
prouvé en iterant cet argument.

o-sous-addidivité: Ecrivons U2, A= AtulU2, A, = Ay U B, et remarquons
que, via monotonie, on a

<UA> P(A; U B) <P(A;) +P(B) <

Continuité monotone : Soit C,, = U?:l A;. On remarque que C, C Cp41 pour
tout n, et donc (Cit1 \ Ci) N (Cj11\ Cj) =0 si ¢ # 3 (faire un dessin). Ainsi,
les ensembles C, 1 \ C, sont deux a deux disjoints et en plus

P[C; \ Cj_1] = P(C;) — P(C;_1) car la sequence C, est croissante.
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P(UZ14:) = P(Co) = P(C1) + ip( Ci\ Ci1)

1=2

=P(Cy) + Z {P(Ci) — P(Ci_1)}

n—00

lim |P(Cy) + Z{P(Ci) —P(C;—1)}

= lim P(C,) = lim P(UL,4:)

n—00

ou nous avons utilisé le fait que P(C,,) est croissante et majorée, donc converge.
Pour la deuxieme partie, observez que par de Morgan:

lim PN}, 4;] = lim (1-P[(N_; 4;)]) = 1- lim P[U}, Af] = 1-P[U32, Af].

n— 00 n—00
ol nous avons utilisé la premiere partie a la fin. Utilisons de Moivre a nouveau :

1- P[Uf.ozlA;] =1-(1- P[(U;’ilA]‘?)‘]) = P[ﬁf.ozlAj]

O
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Espaces finis, cas générale

Soient Q = {wy,...,w, } et F = 2/€l Est-ce qu’on peut
characteriser les mesures de probabilité possibles sur (Q, F)?

Posons P({w;}) = P(w;) = p;. Alors ps,...,p, sont des réels tels que

PL,-upPr>0 & pr+--+p =1

La donnée des nombres p; détermine la probabilité P(G) de n'importe quel
événement G € F. En effet, si G = {w;,,...,w; }, alors par I'additivité finie :

P(G) = P({wi, 3 U - U{wi}) = P(wi) + -+ P(wi,) = piy + - + Py

Par conséquent :

P(G)= > p.

jiw;EG

Réciproquement, il est possible de se donner des nombres p1, ..., p, vérifiant
pi >0, > p; =1, de poser P(w;) = p;, puis de définir P(G) par la formule
ci-dessus lorsque G # 0, et sinon définir P(§) = 0.

Exercice : Toute fonction P : F — [0, 1] ainsi définie, vérifie les axiomes.
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Espaces finis, cas uniforme

Soit Q = {wy, . ..,w,} un espace de cardinal fini n, et soit F = 2% I'ensemble de
toutes les parties.

Une probabilité est dite uniforme si :

1 .
P({w;}) = - pour tout i =1,...,n.

Dans ce cas, pour tout événement A C Q, on a :

P(A) = nombre d'issues favorables ﬂ
"~ nombre total d'issues | Q|

Ce cadre est adapté aux modeles discrets élémentaires
(dés, cartes, tirages sans remise, etc.)

Une telle définition est évidemment compatible avec les axiomes, selon notre
discussion dans le cas générale.

Pause pensée : Lorsque |'espace Q2 est fini, on peut toujours en nommer les

éléments comme {1,2,...,|Q2|}. Cependant, il est souvent plus commode de les

décrire de maniére plus verbale ou méme symbolique, a condition de rester clair.
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On lance deux pieces de monnaie équitables — quelle est la probabilité que de
G ="deux résultats identiques” ?

Q= {(Pz P), (P, F), (F,P), (F, F)}

et #Q = 4. Alors G = {(P,P), (F,F)}, donc |G| = 2. En admettant que les
quatre résultats élémentaires sont équiprobables, P(G) = o = 1=

|
NI

On tire une carte au hasard d'un jeu standard de 52 cartes.

@ L'univers €2 contient 52 issues.
o La probabilité uniforme donne P({w}) = g5 pour toute carte w.

Exemples d'événements :
o A: "la carte est un pique &' =P(A)=2£=1
@ B:"lacarteestunas A" = P(B)= =
o C : "la carte est rouge” = P(C) =22
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Ce paradoxe célebre vient d'un jeu télévisé américain Let's Make a Deal, animé
par Monty Hall dans les années 1960. Il a suscité un débat intense lorsqu'il a été
popularisé par Marilyn vos Savant dans la presse dans les années 1990.

On nous présente trois portes : derriere |'une se cache une voiture, derriere les
deux autres, une chevre. Nous choisissons une porte au hasard. L'animateur, qui
sait ce qu'il y a derriere chaque porte, toujours ouvre |'une des deux autres portes
qui cache une cheévre. Il vous propose alors de changer de porte.
Doit-on changer ? Pour répondre, considérons les 3 cas pour notre choix initiale :
o Dans 1 cas sur 3, on a choisi la voiture. Changer = perdre.
o Dans 2 cas sur 3, on a choisi une chévre. Changer = gagner.
Changer donne double la probabilité de gagner — Il est toujours beaucoup plus
préférable de changer de porte !

Surprenant?! Méme le grand mathématicien Paul Erdos s’est montré sceptique —
il n'a été convaincu qu’'en considérant une version avec un million de portes, dont
une seule cache une voiture — et I'animateur ouvre 999'998 portes avec chevres.

U A A A A A
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Quelle est la probabilité qu'il n'y ait pas de coincidences d’anniversaires dans une

classe de n étudiants (en éliminant les hypothéses d’années bissextiles, des
Jjumeaux, etc.) ? On a

Q={(4,-.-y%) t,...,0, €{1,...,365}}, avec |Q|=365",
et
An, ={(%,..., 1) : tous les %; sont distincts}.
Ainsi,
B 368! Al 365!
|An| =365 % ---x (365 —n+1) = s P(An) = o] ~ (365 —n)365""

08 10
!
&

Probabilite
04 06
L
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&

0.2
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Permutations, arrangements, combinaisons.

Souvent, on doit compter les nombres d'éléments d’ensembles finis de grande
cardinalité, pour lesquels une simple énumération des éléments est impossible.

Comment ? Deux principes de base :
@ addition :ayant n pantalons et m t-shitrs, j'ai un total de n + m vétements.
e multiplication : ayant n pantalons et m t-shirts, il y a nm tenues.

D’apres les deux principle, voici quelques formules utiles.

Permutations

Une permutation de n objets distincts ay, . .., a, est un arrangement ordonné,
sans répétition, de ces n objets. D’apres le principe de multiplication,

# de permutations possibles de n objets=n-(n—-1)-(n —2)---2-1 = n!

Remarque : Par convention, on pose 0! = 1. La valeur de n! augmente trés
rapidement avec . On a la propriété asymptotique, appelée formule de Stirling :

i~ v (1)

e
ol a, ~ by, signifie que lim,_,o(a,/b,) = 1.
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Arrangements

Un arrangement est une permutation de k objets pris parmi n objets distincts
(k < n). Les objets sont donc choisis sans répétition et de maniére ordonnée.

Puisqu'il y a n choix possibles pour le premier objet, puis n — 1 choix pour le
deuxieéme, n — 2 pour le troisieme, etc., le nombre d'arrangements est

n!

An,k:n~(n—1)~...-(n—k+1):m

Parfois, I'ordre n'est pas important — seulement la collection nous interesse:

Combinaisons

Une combinaison de k éléments pris parmi n éléments (distincts) est un
sous-ensemble a k éléments de cet ensemble de n éléments. Le nombre de ces
sous-ensembles est noté Cy j ou (Z) (= le coefficient binomial).

En observant que a chaque sous-ensemble correspondent k! arrangements, nous
obtenons que A, = Cy 1 - k!, et alors

Gy = (n) _ Ank n! n(n—1)--(n—k+1)

k kK kl(n—k) k!
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Probabilité Conditionnelle et
Independence
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Probabilité conditionnelle

Soient A, B € F deux événements.

La probabilité que A se réalise est P(A).

°
°
o Et s'il nous est révélé que B s'est produit, cela change-t-il quelque chose ?
@ Dans un sens, |'espace fondamental a evolué: Q@ — B

°

Certains événements sont plus possibles, autres ont une probabilité différente.
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Probabilité conditionnelle

Soit (£2, F,P) une espace de probabilité, et B € F un événement. Si P(B) > 0,

on définit :
P(AN B)

P(B)
la “probabilité (conditionnelle) de A sachant (que) B (est réalisé)”

P(A| B) = VA€ F.

Remarque : Si P(B) = 0, on adopte la convention P(AN B) =P(A | B)P(B),
des deux cbtés on a la valeur zéro. Ainsi

P(A)=P(ANB)+P(ANB°) =P(A| B)P(B)+P(A| B°)P(B°)
méme si P(B) =0 ou P(B¢)=0.
Remarque : Attention, en général P(A | B) # 1 —P(A | B¢)

Une urne contient 6 boules rouges et 5 noires. On tire deux boules sans remise.
Quelle est la probabilité que la deuxieme soit noire, sachant que la premiére est
rouge ?

P(H | G) =

6 x5 6><10_5_1
11x10/ 11x10 10 2°

W
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Théoreme

Soit (§2, F,P) une espace de probabilité, et B € F un événement. Si P(B) > 0,
alors Q(A) =P(A | B) est une mésure de probabilité sur (2, F).

Preuve.

Il suffit de vérifier les axiomes. Si A € F, alors

P(AN B)

Q(4) = B(4| B) = ~grs

€ [0,1],

car AN B C B et donc P(AN B) < P(B). De méme,

_P(Q@nB) P(B)
UV ="p@) @ "

et enfin, pour des {A,} C F avec A; N A4;, ¢ # J,

a (G Ai) _P(UZ,4i0B) P(UZ,4n0B) i (AN B) _ i@(*“i)

P(B P(B P(B

=i ( ) ( ) =i ( ) =i

en utilisant les propriétés de P(-) et le fait que si A1, As,... sont deux a deux
disjoints, alors les A; N B, ... le sont aussi. ]
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Conditionnement successif et intersection

Munis du dernier résultat, one peut établir une relation élégante entre le
conditionnement sur une intersection B; N By et les conditionnements successifs :
@ Soient By, By € F tels que P(By N By) >0et Q;(-) =P(-| Bi), ¢t = 1,2.

o Par la définition :

_P(ANB;NB;) _P(AN B | B;)P(B;)
P(A| BN By) = P(BiNBy) P(B,| B)P(Bi)

@ Alors on peut aussi écrire

P(AN By | B1)  Qi(AnN By)

FAIBNB) =55 18) ~ Q(B)

=Q1(4 | Bz).

Informellement :
P(A | B]_ n B2) = “P(A | B]_ | Bg)”

Interprétation :
o Conditionner sur By N By revient a conditionner d'abord sur By, puis sur Bs.
@ L'ordre peut &tre inversé : P(A| BoN B;) = “P(A| Bz | B1)”.

Notation : Parfois nous écrivons P(A | By, By) au lieu de P(A | By N By).
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Souvent, il est plus facile de calculer une probabilité en la décomposant a I'aide du
conditionnement. Deux telles décompositions sont données par :

@ La décomposition de prévision, qui simplifie le calcul des probabilités
d’intersections, en de “prévisions iteratives”.

@ La formule des probabilités totales, qui découpe un événement en plusieurs
morceaux plus maniables.

Proposition (Décomposition de prévision)

Soient Ay,..., A, € F des événements d'un espace de probabilité (2, F,P).
Alors
P(A;1 N Ay) =P(A;)P(Az | A1)

P(A; N Az N As) = P(A1) P(Az | A1) P(As | As N A7)

P(A1N---NAy) = P(A1)P(Ay | A1) P(As | A2NA1)--P(Ap | An_1n---NA7).

Exercice : Vérifiez I'énonce en itérant sa premiere conclusion.

Pause pensée : Interprétez I'énonce via conditionnement successif.
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Proposition (Formule des probabilités totales)
Soit {Bji,...,B,} C F une partition de ©, c'est a dire:
@ BNB, =0V 1#j.
e BiU...UB, =Q.

Alors pour tout événement A € F,

=1

P(A) = Zn:P(A N B;) = iP(A | Bi) P(Bi).

B, B, B, B, B, B, B, Remarques:

@ La preuve est effectivement dans |'énoncé.

/ \ . L .
@ La notion de partition (et la conclusion du
théoréme) reste valable lorsqu'on prend
ATT— |1 n = oo (alors {B;}°, est une séquence).
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Une urne contient n; boules rouges, ny boules noires et nz boules bleues. Soit

n = ny + np + nz. On effectue deux tirages sans remise. Quelle est la probabilité
de I'événement A ="la deuxieme boule tirée est rouge” ?

Soit {A1, Ay, A3} une partition de © définie comme suit:

A, = "la premiere boule tirée est rouge”,
A, = "la premiere boule tirée est noire”,
Az = "“la premiere boule tirée est bleue”.

Par conséquent, en utilisant la formule des probabilités totales,

P(A) = P(A | A1)P(Ay) + P(A | A2)P(Az) + P(A | As)P(4As)

ny — 1 n1 + n1 o n1 n3 _ nl(nl — 1+n2 +n3) _ n1

n-1 n n-1 n n-1 n n(n —1) o on’

Il est intéressant d'observer que " est aussi la probabilité que la premiere boule
tirée soit rouge ! En fait, que les tirages soient effectués avec remise ou sans
remise ne change pas la probabilité de I'événement "la deuxieme boule tirée est
rouge”. La méme propriété est valable si on tire n boules et qu'on s'intéresse a la
probabilité de I'événement "la 1™ boule tirée est rouge” (i < n).

v
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Formule de Bayes

Observons d'abord que, sauf dans de cas exceptionnelles, on aura
P(A| B) #P(B | A).

Cela fait beaucoup de sens, en considérant des exemples specifiques:
o [P[gagner la loterie | avoir un ticket] # Plavoir un ticket | gagner la loterie]
@ P[étre hospitalisé | avoir le COVID] # P[avoir le COVID | &tre hospitalisé]

La formule de Bayes, lie P(A | B) a P(B|A). C'est un outil simple mais trés
important, tant en terms probabilistes qu’en termes de logique.

Théoreme (Bayes)
Soient deux événements A, B € F avec P(A4) > 0, alors :

o8| a) FAIB)E(B) _ P(4| B)P(B)

B P(A) - P(A| B)P(B)+P(A| BS)P(B¢)’
Preuve.
Découle de la définition et de la formule des probabilités totales. O
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En été 2022 aux Etats-Unis :

@ 28.1% des hospitalisés étaient non-vaccinés, 71.9% “vaccinés” (série primaire
ou rappel). C'est a dire, avec les événements d'intérét définis de maniere
évidente,

P(V|H)=0719 & P(V¢|H)=0.281

@ Mais on s'intéresse plutot a l'inverse: la probabilité d'étre hospitalisé, sachant
notre status de vaccination.

@ 80% de la population était vaccinée, donc 20% non-vaccinée.

@ Taux d’hospitalisation dans la population générale : P(H) = 0.01.

Nous utilisons la formule de Bayes,
P(V | H) -P(H) _0.719.0.01

PH| V)= P(V) =7 080

~ 0.00899 (soit 0.899%)

P(Ve|H)-P(H) 0.281-0.01

BH V) = P(V<) - 020

~s 0.01405 (soit 1.405%)

@ Si on ne comprends pas bien la difference entre P(V | H) et P(H | V), ¢a
peut donner de tres différentes interpretations de la situation.

v,
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Distinguons maintenant entre personnes “agées’ (> 60 ans) vs “jeunes’ (< 60 ans)
@ 20% de la population a > 60 ans ; parmi les hospitalisations, 80% sont agée.
@ Parmi les hospitalisés dgées : 85% vaccinés, 15% non-vaccinés.

@ Dans la sous-population agée : 90% vaccinés, 10% non-vaccinés.
P(60+ | H)P(H) _ 0.008

P(H | 60 = = 0.04
(H]60+) P(60-+) 0.2
P(V | H,60 -P(H | 60 0.85 - 0.04
P(H | V,604) = DL/ | H,604) P(H[60+) ~ 0.0378
P(V | 60+) 0.9
P(Ve| H,60 -P(H | 60 0.15-0.04
P(H | V< 604) = VI H.604) P(H |60+) _ ~ 0.06
P(V°< | 60+) 0.1

@ 80% de la population a < 60 ans ; parmi les hospitalisations, 20% sont jeunes.
@ Parmi les hospitalisés jeunes : 50% vaccinés, 50% non-vaccinés.

@ Dans la sous-population jeune : 70% vaccinés, 30% non-vaccinés.
P(< 60 | H)P(H)  0.002

P(H |< 60) = - — 0.0025
(H |<60) P(< 60) 0.8
P(V | H,< 60) - P(H |< 60) _ 0.50-0.0025
P(H | V,< 60) = DV | H,< 60) P(H |<60) _ ~ 0.00179
P(V |< 60) 0.70
P(V® | H,< 60)-P(H |< 60)  0.50-0.0025
P(H | Ve, < 60) = V| H, < 60) - P(H |<60) _ A 0.00417
P(V© |< 60) 0.30
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En resumé :

Groupe P(hospitalisation | groupe)
Vaccinés, > 60 ans 3.78%
Non-vaccinés, > 60 ans 6.00%
Vaccinés, < 60 ans 0.179%
Non-vaccinés, < 60 ans 0.417%

En utilisant la formule des probabilités totales, on obtient aussi:

Corollaire (formule de Bayes généralisé)
Soit {B;} C F une partition de Q et soit A € F tel que P(A4) > 0. Alors,

_ P(A| B)P(B)
PB4 = 4] ByR(B)

Remarque : Observez que {B, B¢} est toujours une partition de 2, alors |a
formule de Bayes simple est un cas particulier de la formule générale lorsqu'il y a
deux elements dans la partition.
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Indépendance

Intuition. Dire que “A et B sont indépendants’ signifie que la réalisation de I'un

des deux n'affecte pas la réalisation de I'autre. C'est-a-dire que
P(A| B) = P(4),
donc la connaissance de la réalisation de B laisse P(A) inchangée.

Définition (Indépendence)

Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Deux événements A, B € F sont
indépendants (on écrit A 1L B) si

P(AN B) = P(A)P(B).

Conformément a notre intuition, cela implique que

P(ANB) P(A)P(B)

HA1B) = "5 = "®(B)

=P(4),

et par symétrie P(B | A) = P(B).
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Remarque : Ne pas confonder indépendance avec incompatibilité! Par exemple,

ANB=0 — A, B incompatibles/disjoints
— P(AuUB)=P(A)+P(B).

A, B disjoints avec P(A),P(B) > 0 implique

P(AN B)=P(®) =0, mais P(A)xP(B)#0,
donc A et B sont dépendants — sachant A, on est sur que B n'est plus possible !
L'indépendence est plus subtile — ¢a implique une “conservation de proportions”

@ Supposons que IP représente |'aire.

A @ Alors A 1L B implique que le rapport de
surface de A et de Q, et le méme que le
B rapport de surface de AN B et de B.

@ En terms de proportions : la proportion des
A dans la population générale est la méme
0 que dans la sous-population des B.
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Une famille a deux enfants.
@ On sait que le premier est un garcon. Quelle est la probabilité que le second soit aussi un
garcon ?
@ On sait que I'un des deux est un garcon. Quelle est la probabilité que I'autre soit un
gargon ?
L’espace fondamental est 2 = {GG, GF, FG, FF}. Définissons les événements :
@ A; = {GG,GF} : “le premier enfant est un garcon”
@ A = {GG,FG} : "“le second enfant est un garcon”

P(Al n Az) 1/4
1) On cherche P(43 | A1). Ona: P(Az | A1)= ———= = =1/2=P(A
(1) (A2 | A1) (A2 | A1) (41 12 / (Az).
Donc Bs et B; sont indépendants.
(2) L’événement “au moins un est un garcon” est C = A; U Ay = {GG, GF, FG}. Attention :
dire “que I'autre soit un gargon” revient implicitement a supposer qu'il y a déja un gargon.
L'événement est donc équivalent 3 “les deux sont des garcons”, soit D = {GG}. Alors,

P(DNC) _PB(D) 1/4 _

KD | C)= = 1/3 # B(D).
P(C) IP’( C) 3/4
Donc D et C ne sont pas indépendants.
Remarquons I'importance d'un langage précis : dans le cas (a), on sait qu'un enfant spécifique est un garcon, tandis que dans le cas (b), on sait seulement

que I'un des deux enfants est un garcon. Ces informations, bien que similaires en apparence, ne sont pas équivalentes !
v
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Types d’indépendances

Indépendence : 2-a-2, mutuelle, conditionelle

© Les événements Ay, ..., A, sont indépendants 2-a-2 si

P(A; N A4j) =P(4;)P(4;), 1<i<j<n.

@ Les événements Ay, ..., A, sont (mutuellement) indépendants si pour tout
sous-ensemble d'indices F' C {1,...,n}, ona:
P(Nicrdi) = [ [ P(A
iEF
© Les événements Ay,..., A, sont conditionnellement indépendants sachant B
si pour tout sous-ensemble d'indices F' C {1,...,n}, ona:
P(ﬂAi B) = H]P’(Ai | B).
icF iR

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 57 /300



Remarques :

o L’indépendance est une idée clé qui simplifie beaucoup des calculs de
probabilité. En pratique, il est essentiel de vérifier si les événements sont
indépendants, car une hypothése erronée d'indépendance peut modifier
grandement le résultat.

o Les événements indépendants 2-a-2 ne sont pas forcément mutuellement
indépendants.

o L’indépendance mutuelle entraine I'indépendance conditionnelle, mais
I'inverse est vrai seulement quand B = (.

@ L’indépendance conditionnelle est essentielle pour distinguer une dépendance
directe d'une dépendance indirecte. Considérons les événements
A1 ="8tre attaqué par un requin”
Ao ="avoir consommé une glace”
B ="C'est I'été",
et réfléchissons a I'indépendance ou a I'indépendance conditionnelle (sachant
B) entre A; et A,.
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Lemme (indépendance et complémentaires)

Si {Ai,...,A,} sont mutuellement indépendants, alors toute famille obtenue en
remplagant certains (ou tous) les A; par leurs complémentaires |'est également.

Proof. |

Considérons deux événements independents A; = A et A, = B. On a

P(A°NB°) = 1—P(AU B)

1— (P(A) + P(B) — P(AN B))
1- (IP’(A) +P(B) - P(A) IP’(B))
= (1—P(A))(1 - P(B)) = P(A°) P(B").

De plus,
P(ANB®)=P(A\ B)=P(A)—P(AnB) = P(A)-P(A)P(B)
= P(A)(1-B(B))
= P(A)P(B°)

Le cas général est un peu plus laborieux et fait intervenir la formule
d'inclusion-exclusion générale ]
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Premier contact avec les théorémes limites

The epistemological value of probability theory is based on the fact that chance phenomena,
considered collectively and on a grand scale, create non-random regularity.
A.N. Kolmogorov

@ De maniére remarquable, en théorie des probabilités, "I'ordre” apparait
souvent "a la limite”.

o Cette limite peut correspondre a une grande échelle, un long terme, etc.

o Les événements limites tombent souvent dans les extrémes : probabilité 0/1.

Les lemmes de Borel-Cantelli sont un premier exemplede ce phénomeéne. Nous
allons les utiliser pour répondre a une question que nous avons posée a propos des
longues séquences dans des lancers de pieces (et du singe qui tape Shakespeare).

Rappel :
" Ap finalement” < liminf, Ay, (liminf)

liminf A, = A= 1 A; = Q:dn > 1 tel A;j tout 7 >
of An Uﬂ 4 nl)n;oﬂ j={we€ n > 1 tel que w € Aj pour tout 5 > n}
n>1j>n jzn
" Ap infiniment souvent” < limsup,, An (limsup)
limsup Ap, = m U A; = lim UA]' ={weQ:Vn>1,37 > n tel que w € 4;}
" n>1ingen
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Lemmes de Borel-Cantelli

Lemme (Borel-Cantelli)
Soient (€2, F,P) un espace de probabilité et {A,} C F une suite d'événements.

@ Premier lemme : sans aucune supposition supplémentaire sur les {A,}>1,

[ee)
ZP(A") <oo = P (Hmsup An> = 0.

n— o0
n=1

@ Deuxieme lemme : a condition que les {An}nzl sont indépendants,

ZIP(AH) =00 = P (hmsup An> =1

n—o0

n=1

Observez que, par de Moivre,

c
(hm sup An) = (ﬁn>1 Ui>n A]')C = Un>1 Nj>n AJC = lim inf AfL
n—00 - - - - n—oo
Attention : si Ziv:l P(A,) converge, alors 22[:1 P(AS) =N — 25:1 P(An) diverge. Mais

la divergence de E:o:1 P(Ar) n'implique pas la convergence de 220:1 P(AS) !
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Preuve du premier lemme.
Par définition

limsup A, = N2, U2, Aj CUZ A, Vi1
Alors par monotonicité et o-sous-additivité,

P(limsup 4,) <P [ | J4; | <D P(4;) Vi>1.
j=i

j=i

Mais comme la série )72, P(A;) converge, on a ) 2 P(Ay) "2§° 0. La partie 3

gauche ne dépend pas de I'indice ¢, alors en prenant la limite a gauche et a droite,

P (limsup 4,) < lim E P(A;) = 0.
i—00
=1
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Preuve du deuxieme lemme.
Remarquons (limsup 4,)° = liminf A2 = (72, Ny 45 = limy o0 Ner, Af

n=1
car Cp = je,, A§ est une suite croissante en n. Donc :

P[ (limsup A,)° ] :P(lim m;:;nA;) = lim P(N,A%)

n—ro0 n—oo

par continuité monotone de P. Maintenant P (N7, Af) =[], (1 — P(Ax)) par
I'indépendance. Utilisant I'inégalité log(l —z) < —z pour,0<z <1, ona

- ZP(A@]

k=n

m

[ P(Ak))] = exp lz log(1 P(Ak))] < exp
k=n

k=n

m

H(]-*P(Ak)) = explog

k=n

Mais comme $25° . P(Ay) = 00, on a Yo P(Ag) "= o0, alors la borne a

droite converge vers 0 lorsque m — co. Alors par continuité monotone de P,

oo m m m

@ _ . @ _ B @ . _ _

" <ﬂ Ak> =* (Jﬂf;o N Ak> = Jim ® <ﬂ Ak> S,,}znooexpl 2 Wk)] -
=n

k=n k=n k=n
et ceci pour tout n > 1. La suite p, = P (N$2,, Af) est donc nulle, et sa limite est
nulle aussi. O
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On considere une suite infinie de lancers de pieces équilibrées et indépendantes
(pile ou face). Pour chaque n € N, définissons |'événement :

A, = {"Les lancers de n a 2n donnent tous pile"” }

Alors :

Conclusion (Borel-Cantelli 1) :

P (A, se produit infiniment souvent) = 0

Interprétation :
@ On ne verra presque jamais une infinité de séquences de plus en plus longues
entierement en pile.

@ Autrement dit, avec probabilité 1 il existe un rang N tel que pour tout
n > N, les lancers de n a 2n ne sont jamais tous pile.

y
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On lance une pigce idéale indéfiniment, les lancers étant independents avec P(P) = P(F) = 1/2.
@ L’espace fondamental est I'ensemble des suites infinies w = (w1, ws,...) avec w; € {P,F}.
@ Chaque événement élémentaire est une trajectoire de lancers w.

@ Définissons I'événement que la n-iéme treizaine (bloc non chevauchant de longueur 13)
soit composée uniquement de piles :
Ap ={w Wi13(n—1)+1 — P:wls(n—l)+2 = P:w13(n—1)+3 = P:w13(n—1)+4 =P,
W13(n—1)+5 — P:wls(n—1)+6 = P)w13(n—1)+7 =P,
W13(n—1)+8 — P:wls(n—l)+9 = P)wla(n—1)+10 =P,
W13(n—1)+11 — wals(n—1)+12 = P1‘1-'1:3(n—1)+1:5 =P}
@ Alors P(A,) = 2712 pour tout n, et grace au découpage en blocs non chevauchants, les
(An) sont indépendants.

@ limsup A, <> “il y a une infinité de treizaines toutes piles.”
n— 00

@ Comme E:O:I P(An) =Y .02 2713 = 400 et que les (A,) sont indépendants, le lemme

n=1

de Borel-Cantelli 2 donne IP’(lim SUP, 00 An) =i,

@ Comparer avec le singe tapant Shakespeare : |a, on veut 13 caracteres exacts, et la
probabilité qu'un bloc de 13 corresponde est 26 =13 (ce qui ne change pas grand-chose).
Evidemment, on peut choisir n'importe quel k& < oo au lieu de 13 (par exemple I'ensemble
des ceuvres de Shakespeare), mais pas des propositions de plus en plus longues (voir

I'exemple précédent).
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Variables aléatoires et fonctions de
répartition
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Variables aléatoires : résumés numériques de l'issue d'une expérience aléatoire.

Elles nous permettent de ne pas nous soucier de la structure précise d'un résultat
w € Q. On peut se concentrer sur I'image d'une variable aléatoire, plutét que sur
Q lui-méme.

@ Soit (Q,F) un espace fondamental muni d'une o-algebre, et considérons une
fonction réelle
X:Q =R, wr X(w).

Ecrivons {a < X < b} pour désigner I'ensemble {w € Q : a < X (w) < b}.

Pour pouvoir attribuer une probabilité a I'ensemble {a < X < b}, celui-ci
doit &tre un événement valide (observable), c’est-a-dire un élément de F.

Si {X <z} € F pour tout réel z € R, alors on dit que X est une fonction
mesurable, ou plus familierement, une variable aléatoire.

Si {X <=z} € F pour tout z € R, alors forcemment tout ensemble A obtenu
a partir d'opérations dénombrables sur des événements de la forme
{X <z}, n>1, appartient également a F.

Remarque : Si Q possede une notion de distance, et que F est engendrée par des "boules”
{w € Q: d(w,wo) < €}, alors toute application continue 2 — R est également mesurable.
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Soit G € F. On définit 15 : Q — R par

1 siwe @G,
la(w) =
o) {O sinon.

La fonction 1g indique par sa valeur si I'événement G se réalise ou pas. C'est
bien une v.a., car

g siz <0,
{le<z}=¢G° sio<z<1,
Q siz>1.
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On lance une pigce 3 fois. L'univers est donc 2 = {0, 1}3, chaque
w = (w1, ws, ws) représentant les résultats des 3 lancers. Soit X; = 14,
I'indicatrice de I'événement A; ="“le lancer 2 donne pile”, et définissons:

Y=X1+Xo+ X5

c'est-a-dire le nombre total de piles obtenues.
@ Observons qu'il s’agit bel et bien d’une variable aléatoire :

{Y =0} = {(0,0,0)} € F,
{vy =1} = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} € F,
{Yy =2} = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} € F,
{Y =3 = {(1,1,1)} e F.

@ D'ou il s'ensuit que {Y < z} € F Vz € R, car on peut exprimer cet
ensemble a I'aide d'opérations finies sur les ensembles ci-dessus.

Remarque. Bien que w contienne la séquence compléte des 3 lancers, X (w) ne retient que le
nombre total de piles. Ainsi, X ne transporte pas toute |'information de w.
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o Il s’ensuit que, si une mesure de probabilité P est définie sur les événements
de Q, alors il suffit de connaitre P(X < z) pour tout z € R, afin de
connaitre le comportement aléatoire de X de maniéere compléte.

@ Pour cette raison, |'application réelle définie par z — P(X < z) joue un rdle
central, et s’appelle la fonction de répartition de X ou la loi de de X,

Fx:R—[0,1], Fx(z)=P[X <z], zcR|

o A partir de F'x, on peut calculer toute probabilité de la forme P[X € B], ou
B résulte d’opérations dénombrables ensemblistes portant sur des intervalles!

Par exemple, en utilisant la continuité monotone, on peut calculer

P(X € [a, b]) ﬂ{x<b}\{x<a—1} = lim P(a— 1 <X <b)

= Fx(b) — lim Fx(a— %)= Fx(b)— iifTIlll Fx(an) = Fx(b) — Fx(a—).

n— oo

lla o-algebre des sous-ensembles de R de cette forme est appelée la o-algebre borélienne de
R, dennotée par B(R); par abréviation, on parle d’ensembles boréliens. La loi de X peut-&tre vu
comme une mesure de probabilité en soi méme, defini sur (R, B(R)).
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Plus généralement, on peut montrer (exercice) :

Proposition (Probabilités a partir de la fonction de repartition)

Soient a et b deux nombres tels que a < b. Si F'x désigne la fonction de
répartition (distribution function) de la variable aléatoire X, alors :

P{X <a} = Fx(a-)
P{X >a} = 1- Fx(a )

Pla< X <) = Fx(b)~ Fx(a)

P{a<X <b} = Fx(b)— Fx(a—).

P{a< X <b} = Fx(b—)— Fx(a), poura<bd.
P{X =a} = (a) — Fx(a—).

(Evidemment, si Fix est continue, Fx(z) = Fx(z—), et les formules se simplifient.)

@ Une fonction de répartition constitue une grande simplification : il suffit de
prescrire une fonction réelle pour définir un modele probabiliste pour X, sans

se soucier outre mesure de |I'espace de probabilité sous-jacent.

@ Mais, bien entendu, n'importe quelle fonction réelle ne convient pas. Quels
sont les propriétés qu'une fonction quelconque F' doit satisfaire pour qu’elle

soit une fonction de répartition valable?
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Théoreme (Characterisation de fonctions de répartition)

Soit (Q2, F,P) un espace de probabilité et X : 2 — R une variable aléatoire. Sa
fonction de répartition F'x satisfait :

© Fx est non-décroissante, ainsi Fix(z) < Fx(y) pour z < y
(2] zEIEloo Fx(z) =0et ZHTOO Fx(z)=1

© F'x est continue a droite, ainsi

Réciproquement, pour toute fonction F' : R — R qui satisfait (1)—(3), il existe un
espace de probabilité (2, F,P) et une variable aléatoire X : @ — R, tels que

F(z) =P[X < z].

Nous ne démontrerons que |'énoncé direct. La réciproque est beaucoup plus
profonde et nécessite des outils qui dépassent le cadre de ce cours.

(en particulier, la construction de la mesure de Lebesgue)
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Preuve

(1) Non-décroissance. Si y > z, on peut écrire

Fx(y)=P(X <y) =P(X <2)+B(e < X < y) > P(X <o),
>0

(2) Limites. Soit A, = {X < —n}. Alors {A, }.en est décroissante et
lim, oo Ap =gy An = 0, car X(w) € R pour tout w (il n'y a pas de masse a
—o00, impossible d'étre moindre que tout entier). Par continuité monotone,
0=P(N2,A,) = lim P(A4,) = lim Fx(—n).
n—00 n—o0
Comme Fx est non décroissante, on en déduit lim,, .., Fx(z,) = 0 pour toute

suite z, — —oo. L'autre limite est établi de fagon similaire.
(d) Continuité a droite. Pour toute sequence t, | 0, on a

Fx(z+t)=P(X <z+t)=PX <z)+P(z< X <z+1,).

Le premier terme vaut Fx(z). Puisque A, = (z,z + t,] est une sequence
décroissante qui se “rétrécit” vers 0, et B — P(X € B) est une mesure de
probabilité sur (R, B(R)), I'autre terme — 0 par continuité monotone. O
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Proposition (Points de discontinuité)

Soit (22, F,P) un espace de probabilité, et F'x la fonction de répartition d'une
variable aléatoire X : 2 — R. Alors I'ensemble des points de discontinuité de F'x
est dénombrable, et égal a I'ensemble Dy = {z € R : P(X = z) > 0}.

Preuve. |

Notons D I'ensemble des discontinuités de la fonction F' et D,, I'ensemble des

discontinuités de F' d'amplitude supérieure ou égale a % c'est-a-dire

D={z€eR:F(z)— F(z—) >0} et D,={z€eR:F(z)— F(z—)>1}.

Alors D = {J,,cx Drn. Montrons par I'absurde que |Dy,| < n. Supposons donc que
|D,| > n. Choisissons alors z; < -+ < @, € D,. D'abord, par non-décroissance,
Z (F(@)—F(2i—)) = F(ea)+( = F(2a=) + F(@n—1)) +- +( = F(aa—) + F(m1)) —F(a1-).

=i}

<o <0

n

= Z (F(z:) — P(zi—)) < F(zn) — F(z1—) < F(+00) — F(—00) = 1.

i=1
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Ensuite,

3

n

> (F(z) - F(zi—)) >

=1 =1

3=

Nous obtenons une contradiction, ce qui montre que |D,| < n pour tout n.
Ainsi, I'ensemble D = UnEN D,, est une réunion dénombrable d'ensembles finis, et
il est donc dénombrable.

Pour la deuxieme partie, observons que
Dp={z:P(X=2)>0}={z €R: Fx(z) > Fx(z—)} = D.

C'est donc I'ensemble des discontinuités a gauche de F', et alors I'ensemble des
discontinuités (comme F'x est continue a gauche). O

@ Mais pourquoi une telle obsession pour les points de discontinuité ?

@ Parce qu'ils vont nous permettre de classer les types possibles de variables
aléatoires en trois catégories (dont deux majeures).

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 75/ 300



Classification des fonctions de repartition (et des variables aléatoires correspondentes)

Soit D I'ensemble des discontinuités d'une fonction de repartition F'x.

o Si Dr = 0 on appelle Fx une fonction de repartition continue
(et X une v.a. continue)

o SiP(X € Dp) =1 on appelle Fx une fonction de repartition discrete
(et X une v.a. discréte)

Théoreme (Classification des fonctions de répartition)

Toute fonction de répartition est une combinaison convexe d'une fonction de
répartition discréte et d'une fonction de répartition continue.

Remarques :
o Autrement dit, toute fonction de répartition est soit continue, soit discrete,
soit un mélange des deux.
@ Vu le résultat du théoreme il est habituel d'étudier séparément les v.a.
discretes et les v.a. continues, ce que nous allons faire dans la suite.

@ Pour vérifier qu'une v.a. X est discréete, il suffit de montrer qu'il existe un
sous-ensemble dénombrable D C R tel que P{X € D} = 1. Dans ce cas, on
aura nécessairement Dp C D.
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Le support X = supp{X } d'une variable aléatoire X est défini comme

X=supp{X} = {ze€R:P|X —2z| <€ >0, Ve>0}
= {z€R:Fx(b—)—Fx(a)>0,Va<z<b}

Intuitivement, c'est la région de R que X peut “toucher”.
C'est I'ensemble fermé F' C R le plus petit tel que P[X € F] = 1.

Exemples typiques que nous allons rencontrer :

@ Variables aléatoires continues, avec support :
o L'axe réel entier, R
e Un demi-axe, par exemple Ry = [0, +00)
o Un intervalle, par exemple [0, 1].
© Variables aléatoires discretes, avec support :
o Les entiers Z
e Les entiers non négatifs Z, = {0,1,2,3,...}
e L'ensemble {0,1,2,...,n} pourun n € N.
© Variables aléatoires mixtes, avec support :

o Un entier réuni a un intervalle, par exemple {0} U [a, b], ou a un demi-axe, par
exemple {0} U [a, +0o0), pour a > 0.

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 77 /300



o Nombre d'appels téléphoniques durant un jour : X = {0,1,...}.
o Nombre de piles pour n parties de pile ou face : X = {0,1,...,n}.
@ Temps d'attente du bus en minutes: X = [0, 15]

@ Temps d'attente avant I'émission d'une particule par un noyau instable :
f)C = R+.

@ Quantité de pluie demain: X =R .

@ Montant d'une indemnisation d’assurance, nul si aucun sinistre n'a lieu ou si
le sinistre n'exceéde pas la franchise a > 0, et sinon supérieur ou égal a a > 0,
X ={0}U[a,+00).

@ Nombre de lancers nécessaires jusqu'a obtenir la premiere pile :
X=11,2,3,...}.

o Proportion d'humidité de I'air mesurée demain : X = [0, 1].

@ Quantité de pluie demain : X = {0} U (0, +00) = [0, o0).

”
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Fonction de masse et fonction de densité

@ Chaque fois que nous cherchons a énoncer une affirmation probabiliste qui
“cerne la position de X", cela revient a examiner des accroissements de F'x.

@ Plus nous voulons localiser précisément nos affirmations probabilistes, plus il
nous faut raffiner ces accroissements.

@ Ces accroissements, finis dans le cas discret ou infinitésimaux dans le cas
continu, conduisent naturellement aux fonctions de masse et de densité.

Proposition

Toute fonction de répartition E'x discrete admet une fonction de masse fx,

fx(z) = leiilol (F(z +€¢/2) — F(z — €/2)) = Fx(z+) — Fx(z—) =P(X = z).

Il s'ensuit que toute fonction de masse satisfait :
Q fx(u)>0
(2] ZuEDXf(u) =1
Q Fx(z) = EueDX:ugz fx(u)
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Théoreme (théoreme de différentiation de Lebesgue, cas monotone)

Toute fonction de répartition F'yx continue admet une fonction de densité fx, telle

" fx(u) = lim (F($ oo 6/2)>

el0 €

pour presque tout u € R.

Il s'ensuit que :
@ Toute fonction de répartition F'x continue est méme dérivable en presque
tout z € R, avec dérivée F'i(z) = fx(z).
e Comme Fi(z) # Fx(z) — Fx(z—) =P(X = @), il s'agit d'une densité de

=0
probabilité, et non d'une probabilité. En fait fx : R — [0, +00) !

@ Souvent (et pour nos bésoins) F'x est en fait dérivable partout, et I'on a

T “+oo
Fx(z) = / fx(u)du et donc fx(u) du = Ili»ngo Fx(z) =1.

—o0
(en réalité la formule ci-dessus est toujours valable, mais il faut une notion plus générale d'intégrale que I'intégrale de Riemann classique)

@ Ainsi nous avons plutdt la correspondance “P(X € (z,z + dz)) = fx(z) dz".
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Cas discret vs cas continu

Cas Discret

Cas Continu

Support X

dénombrable

contient un intervalle (a, b), a < b.

Ix

fonction de masse, sans unité
fx(z) €10,1], Vz

fo(:c) -1

fonction de densité, unité [z] 1

fX(x) € ]R+) Vz

/ fx(z)dz =1

zER
Fx(a) =P(X < a) > (@) / fr(z) do
z<a —®
P(X € B), B € B(R) fo(z) /fx(w) dz
TEB Bb
P(a < X < b) Z fx(z) / fx(z) dz
{z:a<z<b} aa
P(X = a) fx(a)>0 / fx(z)de =0

(encore une fois, dans le cas continu, nous utilisons une notion plus générale d'intégrale quand
F'x n'est pas partout dérivable; en ligne 4, en particulier, on peut s’en faire une idée en
remarquant que tout A € B(R) peut étre approché par des unions et intersections dénombrables

d'intervalles)
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Lois fondamentaux
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Nous allons maintenant passer en revue certaines lois de probabilité de base,
certaines discretes et d'autres continues.

Afin de spécifier un modeéle de probabilité discret, il suffit de :

@ Spécifier le support X, c’est-a-dire un ensemble discret
X ={z:P[X =z] >0}

@ La valeur de la fonction de masse fx(z), en tant que fonction de z € X.

Nous nous concentrerons sur des lois telles que X C Z.

Afin de spécifier un modele de probabilité continu, il suffit de :

@ Définir la fonction de densité de probabilité fx(z), en tant que fonction de
zeX.
@ Spécifier le support X, si celui-ci n'est pas a priori clair d’apres la définition
de la densité.
Nous nous concentrerons sur des lois telles que X = R ou X = [0, o).

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 83 /300



Dans chaque cas, il est important de:

o réfléchir a la maniére dont elles peuvent apparaitre a partir de principes
premiers

@ essayer de comprendre quelles caractéristiques la formule de fx (-) reflete.

“Understand. Don't memorize.
Learn principles, not formulas.”

Richard Feynman

Avertissement

Certains symboles ne sont pas encore définis ! (il s'agit de E, var, Mx(-))
Ne vous en souciez pas pour l'instant. Une fois que nous aurons introduit les
moments, vous pourrez revenir en arriere et disposer d'un bon apercu.
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Loi Bernoulli

Definition (Distribution de Bernoulli)

On dit qu’une variable aléatoire X suit une distribution de Bernoulli de paramétre
p € [0,1], noté X ~ Bern(p), si

@ X ={0,1},
Q fx(z) =pl{z =1} + (1 - p)l{z =0}

L'espérance, la variance et la fonction génératrice des moments (FGM) de
X ~ Bern(p) sont données par

E[X] = p, var[X] = p(1 — p), Mx(t) =1—p + pet.
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Loi Binomiale

Definition (Distribution binomiale)

On dit qu’une variable aléatoire X suit une distribution binomiale de paramétres
p €[0,1] et n €N, noté X ~ Binom(n,p), si

9 Xx=1{0,1,2,...,n},

Q fx(z)= (Z)p“”(l -p)" "

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de
X ~ Binom(n, p) sont données par

E[X]=np, var[X]=np(l-p),  Mx(t)=(1-p+pe)"
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Binomial Distribution PMF
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Loi Géometrique

Definition (Distribution géometrique)

Une variable aléatoire X suit une distribution géométrique de paramétre
p € (0,1], noté X ~ Geom(p), si

0 X ={0}UN,

Q fx(z)=(1-p)p.

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de X ~ Geom(p)
sont données par

EX] = 2=P  varx]= =P ar(e = ﬁ, t < —log(1—p).

v
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Geometric Distribution PMF
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Loi de Poisson

Definition (Distribution de Poisson )

Une variable aléatoire X suit une distribution de Poisson de paramétre A > 0,
noté X ~ Poisson()), si

QO X={0}UN,
AZ
Q fx(z) = e_'\§~

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de
X ~ Poisson()) sont données par

E[X] = A, var[X] = A, Mx(t) = exp{)\(et —
Informellement, Binom(n,p) — Poisson(A) lorsque n — co et p = A/n
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Poisson Distribution PMF
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Loi Uniforme

Definition (Distribution Uniforme)

Une variable aléatoire X suit une distribution uniforme de paramétres
—00 < 01 < 83 < 00, noté X ~ Unif(61,6,), si

fx(z;6) = {(62 —6)7" siz € (61,62),

0 sinon.

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de
X ~ Unif(61,0;) sont données par

o162 _ o161

E[X] = (61 +62)/2, var[X]= (82 —61)%/12, MX():W’

t 0, M(0) = 1.
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Densité uniforme
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Loi Exponentielle

Definition (Distribution exponentielle )

Une variable aléatoire X suit une distribution exponentielle de paramétre A > 0,
noté X ~ Exp(}), si

Ae ™ siz>0

0 siz <0.

fX(w;)\):{

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments X ~ Ezp()\)
sont données par
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Exponential Distribution PDF
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Loi Normale (ol Loi de Gauss)

Definition (Distribution normale)

Une variable aléatoire X suit une distribution normale de paramétres u € R et
02 > 0 (respectivement le paramétre moyenne et le paramétre variance), noté
X ~ N(u,0c?), si

1 1 /z—p 2
fX("E):EeXP —2< p ) , z€R.

La moyenne, la variance et la fonction génératrice des moments de X ~ N(u, c?)
sont données par

E[X] = u, var[X] = o2, Mx (t) = exp{tu + t?a?/2}.

Dans le cas spécial Z ~ N (0, 1), nous utilisons la notation ¢(z) = fz(z) et

®(z) = Fz(z), et nous les appelons respectivement la fonction de densité normale
centrée réduite (ou fonction de densité normale standard) et la fonction de
répartition normale centrée réduite (ou fonction de répartition normale standard).
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Normal Distribution PDF
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Transformation des lois de probabilité
(ou “propagation de I'incertitude”)
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@ Souvent: nous avons un modeéle pour un phénomene aléatoire X

@ Mais nous somme plutdt intéressés par un autre aspect de ce phénomene,
disons g(X), ol g est une fonction connue.

Supposons que R est une variable aléatoire positive représentant le rayon de
couverture d'une antenne Wireless et considérons que R ~ Unif|a, b], pour
0<a<hb.

Quelle est la distribution de I'aire de couverture A = wR?? O

Modéles de probabilité transformés

Comment la distribution d’une variable aléatoire X est transformée, lorsque la
variable aléatoire X est transformée?
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Modeles de probabilité transformés: cas discret

Lemma

Soit X une variable aléatoire discréte, et Y = g(X). Alors, le support de Y est

Y= g(X) et

Fy(y) =Plg(X) <yl = > fx(z)l{g(z) <y}, Vye}Y
z€X

frv) =Pg(X)=y] = > fx(@)1{g(z)=vy}, VyeVy.
zeX

@ Preuve = enoncé!

@ Cas continu: plus compliqué:

© Si g pas monotone: au cas-par-cas.

© Si g est monotone: on a des résultats généraux.
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Soit Z ~ N(0,1). Nous voulons trouver la distribution de Y = Z2. Notez que
Fy(y)=P[Y <y]=0si y <0. Pour y > 0 nous avons :

Fy(y) P[Z* <yl =P[|Z] < vyl =P[-vy < Z < /Y]
2(vy) - 2(=vy) = 2(Vy) — (1 = ¢(Vy)) = 28(Vy) - 1.

Nous pouvons aussi trouver la densité en dérivant :

d d d
2—& =2——9% —
29 =25 S g
—1/2 1
Y —y/2Y
=9 = y/2
$(\/v) 5 ’_27re 5
_ 1 e—v/2y=1/2

vy

La dernitre expression definie la densité d'une loi appellée “x3". Alors:

fr(y)

-1/2

Z ~ N(0,1) = Z? ~x3.

v,
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Modeles de probabilité transformés: cas continu

Lemma
Soit X une variable aléatoire continue sur X C R et soit g : X — R une
@ monotone,
@ continiiment dérivable,
© de derivée jamais nulle.
Soit Y = g(X). Alors, le support de Y estY = g(X) et
@ Si g est croissante, alors

Fy(y) = Fx(g7(¥))-
e Si g est décroissante, alors

Fy(y)=1-Fx(g '(v)).

Dans les deux cas, nous aurons :

fr(y) = %g‘l(y)

fx(e™*(v), vey.
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Proof.

Considérons premiérement le cas ol g’ est positive partout sur X (g est
croissante). Cela signifie que z <y < g(z) < g(y). Alors, pour y € Y,

Fy(y) =Plg(X) < y] =P[X < g7 (y)] = Fx(g~ " (v))

fr(y) = %F (9) = %Fx(g—l(y)) :fx(g_l(y))a%g_l(y) — x(gM(v)) \%g—l(y)\ ,

ou la derniere égalité vient du fait que g’ est positive partout. Considérons
maintenant le cas ol g est décroissante (et donc g’ est négative partout). Cela

signifie que z < y < g(z) > g(y). Alors, pour y € Y,
1 Fy(y) =Plg(X) > 9] = P[X < ¢7'(y)] = Fx(97*(¥)) — P[X = g~} (¥)]-
~————
=0

Cependant fy(y) = —%(1 — Fy(y)), ainsi

0 0 0
=——(1-F = — =1 = oY) = -1 Y
fr(y) 8y( v(y)) = —fx(g (y))ayg (v) = fx(g7" () oy’ ()|
puisque —g' est positive partout. Ceci compléte la preuve. ]
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Corollary (Transformations affines)
Soit X une variable aléatoire et Y = g(X). Si g(z) = az + b, a # 0, alors

Fx (452 a >0,

Vy €Y, Fy(y) = 1—Fx(y%b)+P(X:y%b> a <0,

avec P (X = y;b) = 0 si X est une variable aléatoire continue. Ainsi, pour
yeyY:

—b
Q fr(y) =|a tfx <ya> si X est continue,

- b
Q fr(y) =rx <ya> si X est discréte.
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Soit X ~ N(u,0?), a #0. Alors aX + b ~ N(au + b, a’0?). Par conséquent, si

X ~ N(p,0?), alors

T — K
F =%
x(e) = (254,
ol @ est la fonction de répartition standard,
®(u) = [*_(2m) /2 exp{—22/2}dz, qui est, on le rappelle, la fonction de

répartition d'une variable aléatoire Z ~ N(0,1).

99.7% of probability mass is within
3 standard deviations from the mean
95% is within
2 standard deviations

[

— —
68% within
[<— 1 standard —|

deviation

u—30 u—20 p-o " n+o  p+20 u+3c
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Fonctions quantiles et quantiles

Etant donné une probabilité a € (0,1), quel est le (plus petit) réel z tel que
PX<z]l=a?

Soit X une variable aléatoire et F'x sa fonction de répartition. Nous définissons la
fonction quantile de X (ou équivalemment de F'x) comme la fonction

Fy:(0,1) >R

Fy(a) =inf{t € R: Fx(t) > a}.

o Si Fx est strictement croissante et continue, alors Fiy = Fi'.

Pour un o € (0,1) donné, le quantile d’ordre o de X (ou équivalemment de Fyx)
est le réel

9o = Fx (a).
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Les images qui parlent d’elles-mémes :

[ 1
Fx(z)

a

1-p

0=Fy(1-7)

Fx(z)

0 1=Fx(a) =
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Génération de variables aléatoires a loi donnée

Lemme

Soit Y ~ Unif(0,1) et F' une fonction de répartition. Alors, la fonction de
répartition de la variable aléatoire X = F~(Y) est précisément F'.

@ Exercice : vérifiez la véracité de I'énonce

@ Permet de générer des variables ayantes n'importe quelle loi

o A condition de pouvoir générer des réalisations de la loi uniforme sur [0,1].

e On peut le faire a I'aide des développements binaires et de tirages de Bernoulli.
e Réduit le probléme a un lancer de piéce infini.

Converse partielle

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F'x strictement croissante
et continue. Alors, F'x(X) ~ Unif(0, 1).
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Moments et leurs fonctions génératrices
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Existe-t-il des résumés numériques qui nous aident a apprécier certaines
caractéristiques importantes d'une loi de probabilité — en particulier des aspects
clés de sa “forme” ?

On peut voir une loi de probabilité comme la fagon dont une masse (de taille
totale 1) est distribuée dans I'espace. Et comme pour toute masse, on peut
regarder ou elle se situe, on peut regarder si elle est serrée ou étalée, on peut
regarder ses symétries, et on peut regarder si elle s'étend loin.

En resumé on veut décrire:
@ Position.

@ Dispersion.
© Symétrie/Asymétrie.

@ Comportement des Queues.

Les moments donnent un moyen mathématique pour capturer ces descripteurs.
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(a) Deux densités de positions différentes.

0
o

(d) Deux densités asymétriques : une avec
une asymétrie positive (rouge), et une avec
une asymétrie négative (bleu).

Victor Panaretos (EPFL)

(b) Deux densités de

différentes.

dispersions

0

“ 2 o 2 4

(c) Deux densités qui different par leur po-
sition et leur dispersion.

%

(e) Une densité. 3 queue lourde (rouge) et
une densité a queue légere (bleu).

MATH-233

(f) Graphique de la fonction z
f:of(y)dy pour les deux densités de
gauche.
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Espérance mathématique — tendance centrale

L'espérance (ou valeur attendue) d'une variable aléatoire X formalise la notion de
“valeur moyenne” prise par cette variable.

o C'est la “moyenne pondérée” de X, avec coefficients fx(z), z € X.
@ Représente le “centre de gravité” d'une loi, vue comme une masse

Pour les variables continues, elle est définie comme :

+oo
E[X] = / z fx(z) dz,

— 00

a condition que [, |z|fx(z)dz < oo.

Pour les variables discrétes, elle est définie comme :

EX]=> =zfx(z), X=Dr ={z€eR:fx(z)>0}
zeX

a condition que ) o |Z|fx(z) < oco.

Par la définition, il est immédiat que E[aX + b] = aE[X]+ b, V a,b € R.
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Densités avec la méme moyenne (espérance)
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Pour les lois que nous avons vu :
o X ~Bernoulli(p) = E[X]=0p
e X ~Binom(n,p) = E[X]=np
o X ~Geom(p) = E[X] = 1%”
@ X ~Poisson(A\) = E[X] =)
e X ~Unif(a,b) = E[X]=(a+b)/2
o X ~exp(A) = E[X]=}
@ X ~N(u,0?) = E[X]=p
Faisons explicitement les cas mis en évidence.

Soit X ~ Bernoulli(p). Alors,

EX]= > eP(X=z)=0-(1-p)+1-p=p.
z€{0,1}
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Soit X ~ Poisson(}), alors E[X]=>rc s kP(X = k) =72 k e‘“‘—’f. On
réécrit k/k! = 1/(k — 1)! et on factorise A :

s A _
E[X]=e AZ(k_l)!:e %\Zm.

k=1

Posons j =k —1: E[X]=e*AY 2 2 =e*ret =

Soit X ~ N(u,02), et alors X =0Z + u, Z ~ N(0,1) dont le densité est

b(z) = \/% e—%2/2

Alors

L'intégrande z ¢(2) est impaire (car ¢ est paire), donc I'intégrale vaut O :
E[Z] = 0. Maintenant si X =0Z + u E[X]|=E[0Z + pu] = cE[Z] + u = p.
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Espérance d'une transformation

Si I'espérance E[X] de X donne le centre de gravité de sa loi, qu'en est-il de :
o I'espérance E[X?] de X2 7
o I'espérance E[X3] de X3 7

o I'espérance E[X*] de X* 7

@ plus généralement, I'espérance E[g(X)] de g(X) ?
Commencons par énoncer un théoréme trés utile : il n'est pas nécessaire de
déterminer la loi de la variable transformée Y = g(X) puis de calculer E[Y] ;
Théoreme (Espérance d'une transformation)

Pour g : X — R une transformation sur le support X de X, on a :

Cas discret : E[g(X)] = Z g(z) fx(z), a condition que Z l9(z)|fx(z) < oo.

zeX zeX

+0oo
Cas continu : E[g(X)] = / 9(z) fx(z) dz, a condition que/ lg(2)|fx(z) dz <
R

— 0

0.
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Variance — mesure de dispersion

La variance d'une variable aléatoire X est définit comme
var(X) = E{[X —E(X)*} = --- = E(X?) - E(X)?,

a condition que E(X?) < oo.

C'est I'erreur quadratique moyenne, lorsqu’on prévoit X par E[X].
Représente le moment d’inertie relatif au centre de masse.

var(X) >0

var(X) =0 = X est constante; en fait que P[X = E(X)] =1.
la I'écart type de X est défini comme 4/var(X) > 0.

var(aX + b) = a?var(X) pour tout a,b € R. constantes

@ Si X ~ Poiss(A), alors var(X) = A.
e Si X ~ Binom(n, p), alors var(X) = np(1 — p).

@ Si X ~ N(u,0?), alors var(X) = o2.
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Standardisation — mise a I'échelle canonique

La standardisation d'une variable aléatoire X consiste a construire la variable
_ X -E[X]
var(X)

b

a condition que 0 < var(X) < oo.

@ Z est une version centrée-réduite de X.

@ Par construction, E[Z] =0 et var(Z) = 1.

@ Permet de comparer des variables de natures ou d'unités différentes.
@ Dans le cas X ~ N(u,c?), on obtient Z ~ N(0, 1)

(ce qui nous permet de calculer de probabilités pour un loi normale quelconque)
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Densités standardisées (avec la méme moyenne 0 et la méme variance 1)
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Coefficient d'asymétrie

Le coefficient d’asymétrie d'une variable aléatoire X est définie comme

3

X —E[X

& , a condition que E[|X|3] < 0.
var(X)

C'est le moment d'ordre 3 de la variable standardisée.
Mesure |'asymétrie de la loi par rapport a sa moyenne.
= 0 signifie que la loi est symétrique autour de la moyenne.

> 0 : queue droite plus lourde (asymétrie a droite).

< 0 : queue gauche plus lourde (asymétrie a gauche).

@ Si X ~ N(u,0?), alors le coefficient vaut 0.

e Si X ~ Exp()), alors le coefficient vaut 2 (asymétrie a droite).
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Densités avec la méme moyenne, la méme variance et la méme valeur absolue de
I'asymétrie (skewness)
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Deux questions :

@ Comme plus I'ordre du moment est élevé, plus la caractérisation est fine : le
fait de connaitre tous les moments détermine-t-il de maniére unique la loi de
probabilité sous-jacente 7

@ Existe-t-il un moyen plus simple de calculer le k-ieme moment qu'une
intégration directe 7 (et donc, d'approximer I'espérance d'une fonction
suffisamment réguliere g(X) par un développement de Taylor 7)

Il se trouve que la réponse a ces deux questions est pas tout a fait toujours.

Mais sous des conditions fortes sur les queues, la réponse est un grand oui — et
elle est donnée par la fonction génératrice des moments.

La condition de queue est appelée :

Condition d'intégrabilité exponentielle
Je>0: E[e™] < oo, pourte (—¢¢).
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Fonctions génératrices des moments

La fonction génératrice des moments (FGM) Mx(t) : R — RU{oo} d'une
variable aléatoire scalaire X est définie par

Mx(t) =E[e¥], t e R.

Elle n'a pas besoin d'étre finie pour t # 0. Mais lorsqu’elle est finie dans un

voisinage de zéro (intégrabilité exponentielle), de belles propriétés apparaissent :

Theorem

Soient X et Y deux variables aléatoires scalaires, et supposons que Mx(t) < oo

et My (t) < oo pour tout t € I = (—e,€), pour un certain € > 0. Alors :

@ My est indéfiniment dérivable sur I.

Q E[|X|*] < o0 et E[X*] = d;ﬂ/,{x (0), pour tout k > 1.

Q@ Fy=Fy surR < My = My surl.

Nous n'allons pas prouver le théoréme, mais donner quelques intuitions pour
comprendre pourquoi il a du sens.
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Intuition a retenir : I'intégrabilité exponentielle fournit un contrdle uniforme qui
autorise (via des résultats d'analyse) I'échange “espérance «» dérivation”.
Ainsi, si I'on peut passer la dérivée a I'intérieur de |'espérance :
k
d ix _ yotx d
— et =Xe", ——
dt dt
alors, évidemment, Mx est indéfiniment dérivable sur I. De plus, pour |t| < €,

etX — xFetX

|XketX| < Cr el pour des constantes C, ¢ > 0,
d’oll on obtient (2), et

MP(t) = E[x*e*] = MP(0) = E[X*).

Pour voir pourquoi (3) peut avoir du sens, considérons le cas
X=Y=40,1,...,n}, avec n > 1, et posons p; = P[X = k], ¢ = P[Y = k.
Alors :

n n n
Mx()~My(t) = > (pe—a)e® = > (m—ae) ()" = > (e —a)2* = P(2).
k=0 k=0 k=0
Lorsque t € I, on a e € (e¢, ). Ainsi Mx(t) — My (t) s'annule sur I si et
seulement si le polynéme P(z) s'annule sur un intervalle ouvert, ce qui n'arrive
que lorsque tous ses coefficients sont nuls, c'est a dire py = gx, k € {0,...,n}.
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Soit X ~ Geom(p), alors
Mx(t) =E[e™] =) e*(1 - p)*p.
k=0

On reconnait une série géométrique de raison 7 = (1 — p)e?, qui converge si
|(1—p)ef] <1, c-ad. t<—In(l—p). Ainsi,

Soit X ~ Exp(A), alors
x (o]
Mx(t) = E[etx] = / et:c )\ef)‘x dr = }\/ e*()‘*t)m dz.
0 0

Cette intégrale converge ssi t < A, et vaut

o
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Soit X ~ Poisson(A). Alors sa fonction génératrice des moments est

o0 © (et)k
Mx(t) = Z et e _’\)\ =e? Z (Ae’) =exp(A(e’ — 1)).

k=0 k=0

ol on a reconnu la série exponentielle. Et elle est bien définie pour tout ¢ € R.
Maintenant, considérons X ~ N(u,c?). Ecrivons X = u+0Z avec Z ~ N(0,1) :

My (t) = E[e!#+oD)] = ert E[e*77],

Or, pour Z ~ N(0,1),

- 4 1,2 _ _1(,2_ — 1, o\2 g2
par la complétion du carré sz — 5z ——2(z 25z>— 2[(z s) s].En

prenant s = to, on obtient

My (t) = ett e(to)?/2 — exp(p,t + %0%2).
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Inégalités importantes impliquant les moments

D'abord, notons (exercice) que pour toute variable aléatoire,
(e @)
E[|X[] = / P|X| > t]dt.
0

Soit Y une variable aléatoire positive. Alors, pour tout € > 0,

IP’[YZE}:E/EIP’(YZe)dtS%/EIP’(Y>t)dt < %/OOIP’(Y>t)dt:¥ [Markov]
0 0 0

€

Soit X une variable aléatoire telle que E[|X |¥] < co. Alors, pour tout € > 0,

P[|X ~E[X]F > ek] < EIX - EX)1) [Tchebychev]

ck
Remarque : Des bornes encore plus fines découlent de la FGM [Chernoff]

Pour toute fonction convexe? ¢ : R — R, si E|p(X)| + E|X| < oo, alors

o(E[X]) <Elp(X)]  [ensen’]

24: est convexe si p(Az + (1 — A)y) < Ap(z) + (1 — A)p(y) pour tout z, y, et X € [0, 1].
Aide-memoire : rappelons que 0 < var(X) = E[X2] — (E[X])? et @(z) = 22 est convexe
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Entropie et Familles exponentielles
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Entropie

o Comme nous I'avons vu, les moments peuvent décrire des caractéristiques
clés de la forme d'une distribution. Mais un nombre fini de moments ne
détermine pas entierement une distribution.

@ Si nous choisissons une forme de loi a partir d'un nombre fini de conditions
sur les moments, mais que nous ne sommes pas siirs de sa structure plus fine,
alors de nombreux choix restent possibles.

@ Existe-t-il un choix canonique ? Peut-étre la distribution “la plus
désordonné” ou le moins “contraint” ?7
(afin de ne pas introduire de déterminisme arbitraire)

L'entropie d'une variable aléatoire X est définie par

- fo(m) log {fx(z)}, si X est discrete,

zeX

H(X) = —E{ log fx(X) } =

+o0
—/ fx(z)log {fx(z)} dz, si X est continue.

— o0

Une mesure du désordre intrinseque ou de 'imprévisibilité d'un systéme aléatoire.
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Considérons le probleme variationnel suivant (traitons le cas continu, mais le cas
discret est pareil) : déterminer la loi de probabilité f supportée sur X ayant une
entropie maximale

H(f) = - /x f(z)log f(z) da

sous les contraintes linéaires (“moments généralisées” )

/ Ti(z)f(z)dz = ai, 1=1,..,k.
X

Proposition.

Lorsqu'une solution au probleme existe, elle est unique et de la forme

k
f(2) = QA1 ..., ) exp Z’\i Ti(z)
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Preuve.

Soit g(-) une densité satisfaisant aussi les contraintes et X ~ g(-). Alors,

H@) = - [ se)ogole)do = - [ gle)tog| L2 1(e)| ao

E{log[f(X)/g(X)]}— / 2)log f () da

IN

log E[f(X)/g(X)]— / z)logf(z)dz [Jensen]

= log/ f(z)dz—log Q/ z)dz —/ g9(z) <i )\iTi(:c)> dz

Mais g satisfait aussi les contraintes de moments, donc le dernier terme est

k
- 180 [ 1(2) (Z A@(w)) ds =~ [ f(a)logf(a)as = H(P).
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Pour I'unicité de la solution, on observe que I'inégalité devient égalité lorque
E{log[f(X)/g(X)]} = 0.

Montrons que cela arrive ssi f(z) = g(z) sur X. On va utiliser |'inégalité
logu < u — 1 (avec égalité si et seulement si u = 1).

En posant u(z) = f(z)/g(z) (sur X), on obtient

f@ - @)
%@ = 4@

, z€eX.

En multipliant par g(z) et en intégrant,

[ s@ (-0l @ > [ -sende=1-1-0

L'égalité logu = u — 1 a lieu si et seulement si u(X) = 1, partout sur X, ce qui

signifie ’;Ei; = 1 sur le support commun X. O
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Famille exponentielle de distributions

Une loi de probabilité appartient a une famille exponentielle a3 k paramétres, si sa
densité (ou fonction de masse) admet la représentation

k
f(y) =exp {Z ¢ Ti(y) —v(¢1, ..., ¢%) + S(y)}

ou :
Q@ ¢ = (é1,..., %) est un parametre k-dimensionnel dans & C R¥;
QT :Y->R 1=1,.,k, S:Y—> R, ety: R* — R, sont a valeurs réelles:
© Le support Y de f ne dépend pas de ¢.

Classe tres riche de modeles (parfois avec certains paramétres fixés pour satisfaire
la derniere condition) : Binomiale, Poisson, géometrique, exponentielle, Gamma,
Gaussienne, Pareto, Weibull, Laplace, log-Normale, gaussienne inverse, gamma
inverse, normale-gamma, Beta, Multinomiale...

La loi de Boltzmann est un cas particulier de la famille exponentielle, centrale en
physique, ot k = 1, Ty(y) = —E(y) est le negatif de |'énergie, ¢ = ( est
I'inverse de la température, et S(y) = 1.
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® ¢ = (¢1,...,01)" est appelé le parametre naturel.

@ Mais en changeant de paramétre, on peut écrire la famille exponentielle sous
d’autres formes.

e “Naturel” au sens mathématique — le parametre usuel 8 = n=1(¢) est
souvent différent.

Paramétrisation naturelle vs usuelle

k
eXP{Z@ i(y) — () + S(y }ZeXP{Zm(O)Ti(y)—d(9)+5(y)}-

ot1 7 : R¥ — R* est une application C? telle que
¢ =n(6)

et donc 7(¢)) = Y(n(8)) = d(6), avec d =y o .

@ Paramétrisation naturelle : excellente pour la manipulation mathématique.

@ Paramétrisation usuelle : plus intuitive dans le contexte des applications.
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Soit Y ~ Binom(n,p). On observe que :

(oo = {5 semim=ovs 7).

On définit
¢ =log (%) , T(y) =y,
S(y) = log (Z) 7(¢) = nlog(l + e?) = —nlog(1 — p).

En gardant n fixé et en laissant seulement p varier, le support de f ne dépend
pas de ¢ et on obtient une famille exponentielle a 1 parametre. Remarquons que :

e¢ p
_ —log [ 2.
P=1re & ¢ °g<1—p>
—_———

=n(p)

Donc le paramétre usuel est p € (0, 1), mais le paramétre naturel est ¢ € R. O
v
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2
Soit Y ~ N(u,0?). On peut écrire f(y) = - exp{—l (y _'u) } B
g

Vo 2 o
_ L o, M 1 2 IS
= exp {—ﬁy + 2y~ 510g(27rcr ) — 297
On définit |
_ ¥ _
¢1 — ;1 ¢2 _20_2:
T =y, To)=1% S =0, 7(ésb2)= -2+ log
= = = _—— —_ o —_—
1Y Y, 2\Y v, Yy ) 1, ¥2 4¢2 2 g ¢2 )
et on remarque que le support de f est toujours R. Donc N (u,c?) est une
famille exponentielle a deux paramétres. O

o

Remarque : Nous concluons une propriété tres profonde, a savoir que la loi

gaussienne N(u, 02) posseéde I'entropie maximale parmi toutes les lois supportées

sur R ayant pour espérance y et variance o2.

v
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Vecteurs aléatoires et lois conjointes

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 137 /300



Vecteurs aléatoires et lois conjointes
Un vecteur aléatoire X = (Xi,..., X4) " est une collection finie de variables
aléatoires (disposées comme les coordonnées d'un vecteur)

L'idée est que I'on peut vouloir formuler des énoncés probabilistes sur le
comportement conjoint de toutes ces variables aléatoires.

@ La fonction de répartition conjointe d'un vecteur aléatoire
X =(Xy,...,X3)" est définie par :

FX("Bl)"',md):]P(XlSmly"')XdSmd)‘

@ En correspondance, on définit :
- la fonction de masse conjointe, si les {X,-};i:l sont toutes discrétes,

fx(:D1,...,:Cd) :]P(.Xl =T1,-.., .Xd = :Z:d).

- la densité conjointe, s'il existe fx : [0, 4+00) telle que :
z1
Fx(:cl,...,a:d):/ / fx(ua,...,uqg)dus ... dug
[ee)

Dans ce cas, lorsque fx est continue au point x,
6d

(..o 2a) = Oz ...0zq

Fx(:E1, ey :Ed).
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On lance deux dés équilibrés et indépendants Dy, Dy ~ {1,...,6}. On s'intéresse
au vecteur aléatoire

XZ(S,M), S=D1+D2, M=max(D1,D2).

D’abord, considérons le support de la loi conjointe:
@ S prend des valeurs dans {2, ..., 12}.
@ M prend des valeurs dans {1,...,6}.
@ Mais toutes les paires (s, m) ne sont pas possibles : par exemple
(s =2, m = 6) est impossible.

Et maintenant, les probabilités : chaque issue (d;, d>) est équiprobable (1/36).
On compte le nombre d'issues correspondant a chaque couple (S = s, M = m).

#{(d1,d2) : di + dy = s, max(dy, dz) = m}'

P(S=s,M =m) = =

Par exemple:
o P(S=7,M=4)= 2 car les issues sont (3,4), (4,3).
o P(S =12, M =6) = & car seule I'issue (6,6) convient.

o
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Il est commode de disposer les probabilités dans un tableau, ou I'entrée (z,7)

indique la probabilité que I'issue soit (z,7).

M\S|2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1
36
2 1
2 3% 3
2 2 1
3 3% 36 36
4 2 2 2 1
36 36 36 36
5 2 2 2 2 1
36 36 36 36 36
6 oo e
36 36 36 36 36 36

Chaque probabilité est obtenue en comptant le nombre d'issues (d;, d2) réalisant
(S = s, M = m) puis en divisant par 36.
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Soit S C R? de surface (aire) a € (0,00). Un vecteur aléatoire X = (X;, Xz) est
uniforme sur S s'il admet la densité

1 L (z,2:,) €8S,
flz, 22) = = 1s(z1, 22) = {“ (.1 2)
a 0, sinon.

Interprétation géométrique : pour tout borélien A C R?,

aire(AN S)

1
P{X € A} = E [4 15($1,$2) d(El d$2 = aire(S)

Prenons le support comme S = [0, 1]2, alors a = 1. On s'intéresse a
]P{Xl S Xz} = ]P{(Xl,XQ) € A} avec

A={(z1,2;) C[0,1]% : 21 < ;}.

Alors,

1 pl 1
P{(Xl,XQ) EA}:/ / 1d.’L’2 d&?l :/ (1—(121) d(I:l = %
0 Z1 (0]
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Lois marginales

Etant donnée la loi conjointe du vecteur aléatoire X = (X3,...,X4) ", on peut
isoler la loi d'une coordonnée, par exemple X;.

o Cas discret : la fonction de masse marginale de X; est donnée par

fx.(z) = P(X; = z;) Z DY Y K@y @1, B Ty -, Ta).

Ti—1 Tit1

@ Cas continu : la densité marginale de X; est donnée par

oo >
fxi () = / / Yy Yim1, Ty Yig1, -+, Ya) AY1 - - - dyi—1 dyiyq dyg.
— o0 —

Il s'ensuit que la fonction de repartition marginale de X est liée a la fonction de
repartition conjointe de X = (Xy,..., X)"

Fx(u)= lm Fx(T1, ..., Tic1, U, Tig1,..., Tq)
zj—00,]#1
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Plus généralement, on peut définir la masse/densité conjointe d'un sous-ensemble
des coordonnées :

@ par exemple les k premiéres dans le cas discret :

Foooxi(®@y @) = > Y (@1, T By, - Ta)-
Zd

Tp41

@ ou les k premieres dans le cas continu :

—+o0 —+o0
fxl,...,xk($1,~-~,$k)=/ (@1, - T, Tty - - -, Tq) dTpqr . .. dzg.

—o0 — o0

Autrement dit, pour marginaliser on somme/intégre les variables restantes.
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Rappel : I'entrée (z,7) indique P(M = 1,5 = j), ol S est la somme et M le
maximum.
Les sommes par lignes donnent la marginale de M et les sommes par colonnes
celle de S.

M\S|2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12|53,
1 1
1 3% %
2 1 3
2 36 36 36
3 2 2 1 5
36 36 36 36
4 2 2 2 1 7
36 36 36 36 36
5 2 2 2 2 1 9
36 36 36 36 36 36
6 2 2 2 2 2 1|1
36 36 36 36 36 36 36
> i 3 3 4 5 6 5 4 3 2 1| 1
m 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Cela explique le nom "marginales” : ce sont précisément les probabilités que I'on
obtient aux marges (lignes/colonnes) du tableau.
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Attention : Les marginales ne déterminent pas de facon unique la loi conjointe. J

Par exemple, considérons un vecteur aléatoire X = (Xi, X2) de densité

2 i (1"1’3"2) € [Ov %]2 ou [%v 1]2;

f("r17$2) =

0 sinon.

- Marginalement, chaque coordonnée X; et X, est uniforme sur [0, 1].
- Pourtant, la loi conjointe n'est pas uniforme sur le carré unité : le support est
seulement deux sous-carrés.
- Exemple : P(X; < %, Xy > %) =0, alors que ce serait % si la loi était uniforme
sur tout [0, 1]2.
@ De facgon intuitive, connaitre le comportement de chaque variable prise
isolément ne nous dit pas comment elles interagissent.

o |l faut aussi savoir quelque chose sur leur structure de dépendance.

@ Cela se reflete dans la notion de loi conditionnelle.
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Lois conditionnelles

Il peut étre utile de formuler des énoncés probabilistes sur les valeurs possibles
d'une variable aléatoire, si I'on connait déja la réalisation d'une autre.

Pour cela, on introduit la notion de fonction de densité/de masse conditionnelle.

Si (Xi,...,X4) est un vecteur aléatoire continu ou discret, on définit la fonction
de probabilité conditionnelle de densité/de masse de (Xi,..., X)) sachant
{Xk41 = Tp41,- .., Xqg = 24} par

) _ fX1,~~~:Xd(:C1$ s Ty Th41y - -0y wd)

Fxa X | Xewt oo Xa(T1y o ooy T | Tty ooy Ta
B[ K Kal e Y Fn o (Totts - - Ta)

a condition que fx, ., .. x,(Tkt1,...,2a) > 0.

Pare exemple, dans le cas de deux variables, X = (X3, X3) T,

fxo 5, (2] 22) = Jw, lorsque fx,(z;) > 0.

Ceci nous permet de définir la fonction de répartition conditionnelle,

z
Fi (@1l 22) = / Fopa (wl2)du,  lorsque fi, (22) > 0.

(et le cas générale par analogie)
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2: (1:1’2:2) € [0) %]2 ou [%a 1]2’

On revient sur  f(zy, z3) =
0, sinon.

Vérification : chaque carré a aire 1/4, donc masse 2 x 1/4 = 1/2. La somme
donne 1 : c'est bien une densité. Les marginales sont

_ ! _ 1: Z S [0) 1]1
fr(@) = [ far,2) o = {O, o

et de méme

fXZ((Bz) = 1, Ty € [0, 1]

Les conditionnelles se lisent directement :

2) (mlsz) € [0) 1]2 ou [l) 1]2:
sz\Xl(-’B2|$1) = { . 2 2
0, sinon,

c'est-a-dire : sachant X;, X5 est uniforme sur le méme intervalle demi-unitaire

(I'autre s'obtient de fagon symétrique).

o
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On considere la densité jointe

fx,v(z,y)=ce *¥1(y > z)1(z > 0).

La densité marginale de X est fx(z) = cf;; e " Vdy = ce ?®, z > 0. Cette
fonction s'integre a 1 seulement si ¢ = 2. La densité marginale de Y est

Y
fry) = 2/ e”*"Vdr =2e7(1-e7Y),  y>0,
z=0

et fo fr(y) dy = 1, donc c'est bien une densité. Alors

2e 7Y oy
f(y|$)zwze ) y >z,
et
2e Y e ®

f(zly) =

2e~¥(1— e~ y)zl—e—y’ 0<z<y.

On vérifie facilement que ces deux densités s'integrent a 1.

v,
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Variables aléatoires indépendantes

Les variables aléatoires X3, ..., Xy sont dites indépendantes si et seulement si,
pour tout z1,...,z4 € R,
FXl,...,Xd(ml) ey SCd) = FX1 (1’1) X ... X FXd(xd)-
De maniére équivalente, Xi,..., X4 sont indépendantes si et seulement si, pour
tout z1,...,24 € R,
le,...,Xd(mlv cey md) = fX1 (1‘1) X ... X fXd(:rd)'

Pour deux variables aléatoires X et Y, on note leur indépendance X 1L Y.

A noter que lorsque des variables aléatoires sont indépendantes, les lois
conditionnelles se réduisent aux lois marginales correspondantes (exercice).

Sous I'indépendance, connaitre la valeur de I'une des variables aléatoires ne nous
donne aucune information sur la loi des autres.
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Soit Xi, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes Bern(p),
P(X; =1)=p, P(X;=0)=1-p.
La probabilité d'une configuration particuliere x = (zy, ..., z,) € {0,1}" est
P(Xi=a1,...,Xn =2n) = [[o, 5 (1 — p)1 % = fx(x).

Si I'on s'intéresse uniquement au nombre total de succes S, = Y. ; X;, alors

P(S, = k) = (Z) p*1-p)" "

Différence essentielle :
@ dans la loi jointe ci-dessus, on considére une configuration particuliere (un
permutation de k succes et n — k échecs) ;
@ dans la loi binomiale, on regroupe toutes les configurations menant a k
succes (une combinaison) — les événements liés a configurations distincts sont
disjoints.

v,
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Fonctions de densité multivariées transformées

Le cas discret ne change pas en ce qui concerne les transformations de variables :
on peut définir une variable discrete scalaire en énumérant tous les résultats — ils
sont dénombrables — et appliquer les résultats connus pour le cas scalaire.

Pour le cas continu : soit g : R®™ — R™ une bijection différentiable,
9(®) = (01(x),--,9a(x)),  x=(31,...,3) ER"

Soit X = (Xi,...,X,)" de densité conjointe fx(x), x € R, et posons
Y = (Yq,..., Yn)" = g(X). Alors, Y prend ses valeurs dans Y™ = g(X™), et

Fov) = felg ' @))| et [ )] |, poury = (vn, - ,wa)T €Y,

et vaut zéro sinon, lorsque Jy—1(y) est bien défini. Ici, J,-1(y) est le jacobien de
g%, c'est-a-dire la fonction matricielle n x n,

29 () o a9 ()
Jo-1(y) = : ' :

29 () o a2gn'(y)
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Preuve.
Soit A C Y™. Alors

P{Y € A} =P{g(X) € A} =P{X e g (A}
Par définition de la densité de X,

P{X € g~1(A)} = / fx (x) dx.

971 (4)

Comme g est bijective, on peut effectuer le changement de variables x = g~ (y),
ce qui donne

/ el e = / fx(g (7)) | det Jy-1 ()] dy.
9=1(4) A

Ainsi, la densité de Y est

A(y) =rf(g7(y))|det Jp-1(y)|, yey™

O
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Soient Z; et Z, deux variables aléatoires indépendantes N(0, 1). Par
indépendance, leur densité conjointe est

1
fz(z1, 22) = %exp{—%(zlz + 222)}, (‘31,22)T € R?,

On définit maintenant une transformation linéaire inversible z — Lz + p,

! 0
p=(p1,p2) €R?, L (al ° ) Lt 7
= 1, M2 ) = ) = 1 o
poa  o24/1— p? - P
o14/1 —p%2 o24/1—p2

L'application inverse est x — L~!(x — p), on obtient que X = LZ a pour densité

1 _
50 = gy P HE W T )}
_ 1 1 (m—p1)®  2p(z1 —pa)(z2 — p2) | (22 — p2)?
B 2w o102 4/1 — p2 exp{ 2(1 —p?) [ 5% o102 + ag

ou

> =LLT = < ot pal”).
pO102 crg
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Soient X et Y deux variables aléatoires continues et indépendantes de densités
fx et fy. La densité de X + Y est la convolution de fx avec fy :

+oo
fxiv(u) = fx(u —v)fy(v) dv.
Définissons
G R SR,  (2,9)S (@+yy) (W) (u—v,v).

Le jacobien de I'inverse est

et son déterminant vaut 1. Il en découle que
fxvv,y(u,v) = fx v(u —v,v) = fx (v — v)fr(v),
et on intégre par rapport a v pour trouver la marginale fx v :

fx+v(u) = fj;o fx(u — v)fy(v) dv.
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Moments produits et leurs génératrices
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Espérance d'un vecteur aléatoire

Soit X = (Xi,...,X4) " un vecteur aléatoire dans R? de densité conjointe
fx(z1,...,z4). Pour toute application g : R — R, on définit

“+oo +oo
E{g(Xl,...,Xd)}:/ / gz, zg)fx(zy, .o zg) doy ... dzy.
De méme, dans le cas discret,

E{g(X1,...,Xa)}= > ... > g(=,...,za)fx(21,- ., 2a).

1 EX1 T4€Xg

Le vecteur moyen d'un vecteur aléatoire X = (X3, ..., X4) est défini par
E[Xi]
E[X] = : ,
E[X4]

c'est-a-dire le vecteur des espérances.
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Linéarité de |'espérance

Quelle que soit la loi conjointe de (X1, X2), I'espérance de leur somme est la
somme des espérances (donc déterminée par les lois marginales) — Attention :
'espérance du produit, par contre, n'est pas déterminée par les lois marginales,
comme on le verra plus tard.

Soit (X1, X3) un vecteur aléatoire continu de densité conjointe fx, x, (21, z2).
Pour a € R, considérons aX; + Xs.

IE[aXl -+ .Xg] = // (CL:Bl -+ $2)fX1,X2(-T1;$2) d$1d$2
R2

a//2 o1 fx, %, (@1, T2) dzy dop + //2 Tafx, x, (21, 22) dzy doy
R R

= aE[Xy] + E[X3).
— E[G,Xl + Xg] = G,E[Xl] + E[Xg]

(pour le cas discret, on remplage les intégrales par des sommes)

Corollaire : pour tout vecteur aléatoire X = (X, ..., X4) on a E[AX] = AE[X]
pour toute matrice deterministe A, 4. J
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Variance, Covariance, Corrélation

Rappelons que la variance d’une variable aléatoire X exprime la dispersion des
réalisations de X autour de son espérance.

var(X) = E[(X — E(X))?] (si E[X?] < o).

Dans le cas vectoriel, la covariance d'une variable aléatoire X; avec une autre
variable X5 exprime le degré de dépendance linéaire entre les deux.

cov(Xy, X2) = E[(X1 — E(X1))(Xz — E(X2))] (si E[X7] < c0).

La corrélation entre X; et X5 est définie par
cov(Xy, Xz2)

\/var(X;)var(Xz)

Elle transmet une information de dépendance équivalente a la covariance.
Avantages : (1) elle est invariante par changement d'échelle, (2) elle s'interpréte
en valeur absolue (bornée par [—1,1]), grace a l'inégalité de corrélation :

Corr(X;, X,)| < 1.

Corr(X;, X2) =

(elle-méme conséquence de I'inégalité de Cauchy—Schwarz)
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Quelques formules utiles reliant espérances, variances et covariances :

cov(X1, X») = E[ X1 Xz] — E[X1]E[X:]

cov(X, X) = E[X?] — (E[X])? = var(X)

cov(aXi + bXs,cY) = accov(Xy, V) + becov(Xz, V)  (bilinearité)

(alors on retrouve) var(aX + b) = a®var(X)

var(y_, Xi) = 3o, var(X;) + 33,4, cov(X;, X;)

si E[X2] + E[X£] < oo, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
() E[X1X2] = E[X1]E[Xz]

(ii) cov(X1, Xz) =0

(i) var(X: + Xz) = var(Xy) + var(Xz)

L'indépendance implique ces trois derniéres propriétés, mais aucune d’entre
elles n'implique I'indépendance.
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Soit X ~ Unif[—m, 7] et définissons

Y = cos(X).

@ Clairement, X et Y ne sont pas indépendantes. s

@ Au contraire, elles sont parfaitement dépendantes. -

@ Leur covariance est néanmoins nulle ! i

La fonction z cos(z)

Concrétement, on calcule
PlY >0]=1/2 mais PlY >0|X € (-7, —-2)] =1

Malgré cela, on a

+m 1
Cov(X,Y) =E[XY]-E[X|E[Y] = / T cos(m)% dr —0=0.

-7

Pourquoi : la covariance est aveugle a de dépendances “purement non linéaires” (pente zero)
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Soient X et Y de densité conjointe

/m siz?+y? <1,

fXY(zry) = .
0 sinon.

On note que E[X] = E[Y] = 0 par symétrie. Ainsi, Cov(X,Y)=E[XY]. Or

1 1 1
E[XY] = // zy— dady = // zy— dazdy + // zy— dzdy.
a24y2<1 a2492<1,y>0 e?4y2<1,y<0

Les deux termes sont égaux par symétrie. De plus,

0 1 Ve 1t (1— g2
// a:y—d:cdy:—/ :c/ ydydm:—/ mwdmzo,
z24y2<1, y>0 ™ m™J_1 0 m™J_1 2

et donc la corrélation est nulle. Mais X et Y sont clairement dépendantes,
puisque connaftre X restreint les valeurs possibles de Y.

Pourquoi : I'independence nécessite un support rectangulaire, mais on peut avoir covariance zero
méme avec support non-rectangulaire

v

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 161 /300



Matrices de covariance

La matrice de covariance d'un vecteur aléatoire X = (Xi,..., X4) ", notée
Y = {X¥;} est une matrice d x d symétrique avec

Y =cov(X;, X;) = E[(X; — E[X:])(X; —E[X;])], 1<:<;5<d.

Autrement dit, la matrice de covariance contient les variances des coordonnées de
X (sur la diagonale) et les covariances entre toutes paires de coordonnées de X
(hors diagonale).

Si I'on note

le vecteur moyen de X, alors

T = E[(X - u)(X - )] = E[XX "] — un.

Comme dans le cas vectoriel, I'espérance d'une matrice a entrées aléatoires est la
matrice des espérances de ses entrées.
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Matrices de covariance et transformations linéaires

Soit X un vecteur aléatoire d x 1 de vecteur moyen u et de matrice de covariance
Y. Grace a la linéarité de I'espérance et a la bilinéarité de la covariance, on a

cov{f ' X,7'X} = E[f'XX"9]-E[ XIE[X "y =p" (EXX"] - pu')y
BTy
pour tous vecteurs 3,7 € R% déterministes. Il s'ensuit que :
@ Si B € R? est un vecteur déterministe, la variance de B' X est 8T L.

@ Pour tout B € R, ona fTEA > 0.

@ Si A est une matrice déterministe p x d, alors le vecteur moyen et la matrice
de covariance de AX sont Ay et ATAT, respectivement.
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Moments d'ordre supérieur — cas vectoriel

De méme que les moments d'ordre supérieur donnent des caractéristiques plus
fines de la loi (marginale) d'une variable aléatoire X, les moments produits
d'ordre supérieur impliquant les coordonnées d'un vecteur aléatoire refletent des
dépendances plus fines entre ces coordonnées.

@ La covariance concerne des paires — elle reflete des dépendances bilatérales.
@ Si I'on veut formuler des énoncés de dépendance “d’ordre supérieur”, c.-a-d.
concernant un “tuplet” (Xi,...,X4), il faut examiner des moments du type :

H X} [Xkl X Xk

[le réle de ces moments produits s'apprécie en considérant comment une fonction (lisse) générale
9(X1,...,Xq) peut étre approchée par polynémes en (X1,...,Xa) (série de Taylor)].
@ On peut alors se demander : si ces moments produits expriment des
dépendances de plus en plus fines, est-ce que les connaitre tous détermine la
loi conjointe de fagon unique ?

@ La réponse est similaire au cas marginal, et fait intervenir la notion de
fonction génératrice des moments d'un vecteur aléatoire.
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Fonctions génératrices des moments (cas vectoriel)

La fonction génératrice des moments (FGM) d'un vecteur aléatoire
X =(X1,...,Xg)" est définie par

My (t) = E[etTX] = E[et1X1+"'+th’], b= (t,..,t)7 € R%
Elle n'est pas forcément finie pour t # 0. Mais lorsqu’elle est finie dans un
voisinage de I'origine, plusieurs propriétés importantes en découlent :
@ My est indéfiniment différentiable dans ce voisinage.
@ Les moments existent : pour tout multi-indice k = (ky, ..., k4),

Akl My

k k
E[X" - X' = 9tf ... otk
B ot

(0)-

@ La loi conjointe de X est entierement déterminée par Mx (si elle est finie
autour de I'origine).

Q Si X et Y sont indépendants, alors
Mx v (t) = Mx(t) My (t).
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Soit X3, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes, chacune suivant
une loi de Bernoulli(p), et posons

o = Z X; ~ Binomial(n, p).

i=1
L'MGF d'une Bernoulli(p) est

Mx(t) = IE[etX] =(1-1p) e+ petl =1—p+ pe’.

Par indépendance,

s (8) = Ele! 20 ) = [T BLe) = (x()"

Donc

Ms, (t) = (1 —p + pe’)™.

v
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2
Soit X = (X1, X2)T ~ N(, L) avec g = (1, )T et o= 71 PILI2)
pPO102 05

Posons la version centrée U = X — p. Ecrivons & = LLT comme avant et soit
Z ~ N(0,1). Alors U = LZ et, pour tout t € R?,

My (t) = E[etTU] = E[e(LTt)TZ] = exp(%HLTtHz) = exp(% t'% t).

La fonction My(t) = exp(1t' Zt) est paire en t, donc toutes ses dérivées
partielles d'ordre total impair en t = 0 sont nulles. Par définition des moments
via dérivées en 0,

E[(Xl — u1)® (X5 — ,uz)m] =0 lorsque k + m est impair.

Remarque (ordre pair). Pour k 4+ m pair, les moments se déduisent par dérivation
de My (formule d'lsserlis/Wick), par ex. :

E[(X1 — p1)*(Xz — p2)?] = 0{o} + 2cov(Xy, X3)?.
On constate que tous les moments d’ordre pair dépendent uniquement de la

covariance — la structure de dépendance est fondamentalement linéaire.
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Moments conditionnels

On peut calculer I'espérance conditionnelle d'une variable aléatoire X sachant
qu'une autre variable aléatoire Y a pris la valeur y par

Yeex TP[X =z |Y =y], si X,Y sont discretes,
E[X|Y =y] =
fj;o z fx|v(z|y) dz, si X, Y sont continues.
@ C’est simplement I'espérance de la loi conditionnelle.
o Le calcul de E[X|Y = y] = ¢(y) donne une fonction de y.
@ On peut remplacer y par Y et considérer Z = g(Y) comme une variable
aléatoire en soi.
o Cette variable est notée E[X|Y] : c'est la définition formelle de I'espérance
conditionnelle.
@ Propriété/interprétation importante :

E[X|Y] = argmin E[| X ~ a(v)|?

Parmi toutes les fonctions mesurables de Y, E[X|Y] est celle qui approxime le
mieux X au sens quadratique moyen.
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Rappelons I'exemple
fxv(zy)=ce ™ ¥ 1(y >z)1(z >0).
ou la densité conditionnelle de Y sachant X est
frix(ylez)=¢e*"*,  y>uz
Alors,
o0 (o]
E[Y|X:z]:/ yez_ydy:/ (z+u)e“du=12+1, z > 0.
@ 0

De méme,

xR [ee]
E[Y?| X =z] = / y2e* Vdy = / (z+u)?e ™ du = z2+2z+2, z > 0.
z 0

Ainsi,

E[Y | X]=X +1

”
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Vecteurs Gaussians (loi multivariée
normale)
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Avant d’'aborder la loi normale multivariée

La loi normale multivariée est sans doute la loi la plus importante en probabilité et
en statistique. Elle jouera un rdle central dans la suite du cours. Pourquoi ?
e Maximum d'entropie : parmi toutes les lois sur R¢ ayant méme moyenne et
covariance, la normale maximise |'entropie.
@ Théoreme centrale limite : de nombreuses sommes de variables aléatoires
tendent vers une loi normale.
o Stabilité : les marges, combinaisons linéaires, et conditionelles de normales
restent normales.
o Simplicité analytique : densité explicite, moments faciles a calculer,
entierement décrite par moyenne et covariance.
@ Applications : omniprésente en statistique, physique, économie, ingénierie.

Mais cela ne veut pas dire qu'il n’existe pas d'autres lois multivariées importantes.
En particulier, certaines lois discretes jouent un role fondamental dans la
modélisation.

@ Nous verrons rapidement deux exemples instructifs de lois discrétes :
e la loi multinomiale, qui généralise la binomiale,
e le modele d'lsing, un modeéle de dépendance en physique statistique.
@ Puis nous consacrerons une étude plus détaillée a la loi normale multivariée.
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Loi multinomiale
Un vecteur aléatoire X € R* suit une loi multinomiale de paramétres n € N et

p=(p1,...,p1) € (0,1)*, avec Ele p; = 1, notée X ~ Multi(n; p1,...,ps), si
© le support consiste des x € {0,1,...,n}* tels que z; + ... + z; = n.

(2]
— n! 1 Tk : —
fx(xl,...,mk)—mpl "'pk 1 Z.’I)Z—n -
i=1

Les espérances, variances-covariances et la fonction génératrice des moments sont

E[X;] = np;, var[X;] = np;(1 — p;), Cov(X;, X;) = —np;p;,
n
Mx(us,...,w) = (L, pie*) .

Lemme (Poisson et multinomiale)

Si X; ~ Poiss(};), 1 = 1,..., k, sont indépendantes, alors la loi conditionnelle de
X =(X1,...,Xz)" sachant Zle X, = n est Multi(n; p1,...,pr), avec
A Ao i
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Points simples mais instructifs sur la loi multinomiale :

o Généralisation de la loi binomiale : La multinomiale décrit n épreuves
indépendantes, chacune donnant un résultat parmi k catégories. = la
binomiale correspond simplement au cas k£ = 2.

@ Lien avec le comptage de configurations : La probabilité d'observer zy, ..., =
est proportionnelle au nombre de fagons de répartir n essais dans k

7 . N . . !
catégories. = d’ou le facteur combinatoire ﬁ

@ Correlation négative : Cov(X;, X;) = —np;p;. = les coordonnées ne sont
pas indépendantes, car leur somme vaut n. Des grandes valeurs d'une
coordonée sont associés typiquement a des petites valeurs d'une autre.

@ Vers une partition de I'unité : Si I'on renormalise par n,

(& &)
[ R A ]

on obtient les proportions dans chaque catégorie. Lorsque n — o0, les
configurations possibles pour ces proportions peuvent étre vues comme une
partition aléatoire de |'unité via une grille de plus en plus fine.
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Modele d'lsing

Modele d'lsing (2D)

Un modele pour le ferromagnétisme, défini sur une grille G de variables aléatoires
X; € {—1,+1}. Donc X = {—1,+1}l9 a 2/9! éléments, les “configurations".

La fonction de masse conjointe est

() =Z(Bu) exp B | D XiXj+py kX | ¢,

ing j

ol 1 ~ j ssi X; et X; sont adjacents, les h; correspondent a un champ
magnétique externe, [ est la température inverse, et Z (B, 1) est la partition
function qui normalise la fonction de masse.
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Points simples mais instructifs sur le modele d'Ising :

@ Symétrie sans champ externe : Si u = 0 (pas de champ externe), le modéle
est symétrique par inversion des spins : si (Xj); est une configuration, alors
(—X;); a la méme probabilité. = invariance probabiliste.

o Comportement haute vs. basse température :

e [~ 0 (température trés haute) : le facteur exponentiel est proche de 1, donc
les 219! configurations sont presque équiprobables (comme des lancers
indépendants de pieces +1).

e B — oo (température trés basse) : le systéme favorise fortement les deux états
parfaitement ordonnés (tous +1 ou tous —1).

= intuition claire de “désordre vs. ordre”.

@ Corrélation entre voisins : Pour § =0, X; et X; sont indépendants. Mais si
B > 0, les voisins sont positivement corrélés : E[X;X;] > 0. = “les voisins
veulent s'aligner”.

@ Fonction de partition comme normalisation : Mé&me sans la calculer, Z(8, 1)
est ce qui rend la loi jointe une probabilité. Dans de petites grilles, on peut la
calculer explicitement en sommant sur un nombre fini de configurations.
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Vecteurs gaussiens et transformations affines

Definition (Loi gaussienne multivariée)

Un vecteur aléatoire Y € R? est dit gaussien si et seulement si BT Y est une
variable aléatoire gaussienne pour tout vecteur déterministe S € R?.

Observation : D’apres la définition, Y possede forcément un vecteur moyen
vecteur moyen 4 et une matrice de covariance ¥ bien définis, qui se déduisent
alors (de maniére unique) en écrivant

pi = Ele] Y7, Y, = covie] Y, e;r Y},
ol e; est le j-ieme vecteur de la base canonique
= 1 T
e] (07 01 ) \ ) ) 07 0)

j-iéme position

En effet, comme E{(8' Y)?} < oo pour tout B, E(e,' Y)? < co pour tout 1.
On peut, donc écrire N(u, X) pour la loi multivariée normale correspondante.

Remarque : par convention, nous considerons tout vecteur deterministe v € R
come ayant une loi normale de moyenne v et de matrice de covariance 0.
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Fiche technique gaussienne

o

o

Si Y ~ N(px1)Xpxp) €t Brxp, Onx1 sont donnés, alors
6+ BY ~N(6+ Bu, BLB').
Densité N(u,X), si X > 0 :

fr(y) xp{-3(y—p) T (y-n}.

- G
FGM de YV ~ N(u,¥) :
My(u)=exp (v p+ iu'Tu).
Si(X,Y)" = (X1, Xp, Y1,..., Yy) | est gaussien,
YUIX < cov{X;,Y;}=0vee{l,..,p}&je{l, .., q}
Plus généralement, si Y ~ N(upx1,Xpxp), alors

AY | BY < AYBT =0.

Les marginales et conditionelles d'une gaussienne sont aussi gaussiennes
(la réciproque n'est pas vraie !).
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Covariance between x1 and x2 = 0.8

Covariance between x1 and x2 =0

Covariance between x1 and x2 = -0.8

-2 - 0 1 2 3 -2 -1
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Covariance between x1 and x2 = -0.8 Covariance between x1 and x2 =0 Covariance between x1 and x2 = 0.8
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Covariance between x1 and x2 =-08 Covariance between x1 and x2 = 0 Covariance between x1 and x2 =08

-2 o 2 -2 0 2 -2 o 2
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Justification des propriétés

(1) On vérifie la définition de la loi gaussienne multivariée.

(2) Les variables gaussiennes centrées réduites i.i.d. ont conjointement la loi
N (0, 1), puis on applique une transformation de densité.

(3) On observe que My (u) = E[e* Y] = Myry(1) = exp(uT,u + %uTZu)

(4) La densité se factorise si et seulement si I'on n'a pas de termes croisés dans la
forme quadratique de |'exposant ; autrement dit ¥ ! est diagonale (ce qui
équivaut a X diagonale).

. . Ve N u
(5) On I'obtient en considérant le cas ol M(X) (( )) = Mx(u) My (v) Vu,v.
Y v

(6) Pour les marginales : tout sous-vecteur de Y s'écrit AY pour une matrice A

appropriée (par ex. Y; = ejTY), et I'on applique la premiere propriété.

Les densités conditionnelles décrivent des propriétés “bipartites” : elles
impliquent des couples de vecteurs gaussiens obtenus en sélectionnant
certaines coordonnées de la loi jointe. On peut vérifier cela au niveau du cas
bivarié, puis I'étendre au cas général a I'aide de la notation par blocs. Nous
ne faisons que le cas bivarié, qui est déja trés instructif.
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Conditionnelles gaussiennes : cas bivarié

Partons de la construction d’'un exemple précédent avec Zj, Z Hg- N(0,1) et
X1 = p1+ 01 Zy,
Xo = o+ poy Zy + 031 —p? Zs.

Savoir que X; = z fixe

lex_'ul

(déterministe),
o1

tandis que Zy ~ N(0, 1) reste indépendant de X;. Ainsi

X2|X1—$_#2+;002 o2/ 1—p? Zy,

—,_/
terme déterministe

c'est une image affine d'un normal standard = X2|{Xl = z} est gaussienne.

(Si on souhaite les paramétres : moyenne us + p 22(z — p1), variance 02(1—p%).)

Extension générale. Pour un vecteur gaussien Y = pu + AZ avec Z ~ N(O, I), en écrivant A par lignes et en scindant Z = (Z1, Zo), conditionner
sur un bloc linéaire fige 77 et laisse Zo gaussien indépendant => la conditionnelle est gaussienne (argument par blocs).
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La représentation qui a mené vers la loi conditionnelle correspond a I'expression
Y =6+ BX +¢, X ~ N(E[X],var(X)) indépendant de € ~ N(0, var(e))
plus familiere dans le cadre de la “régression linéaire”, ol :

e fo=E[X] - %E[Y] est appelé l'ordonnée a I'origine

o B =cov{X, Y}/var(X) est appelé le coefficient de régression

@ ¢ est appelé l'erreur ou I'innovation, qui est homoscédastique en ce sens que
var(e) = var(Y) — cov?{X, Y}/var(X) ne dépend pas de la réalisation de
X

Cela explique pourquoi on parle d'une
“régression linéaire” lorsqu’on
conditionne une loi normale multivariée.

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 184 /300



Quelques lois liées aux gaussiennes

Nous concluons notre discussion des lois gaussiennes en mentionnant trois lois qui
leur sont liées.

Elles apparaissent lorsque I'on considére la norme au carré de vecteurs gaussiens
(considérations de longueur), ou bien lorsque I'on prend des rapports de normes au
carré de gaussiennes indépendantes (comparaisons de longueurs).

Les formules elles-mémes importent moins que le fait qu'elles puissent étre
déterminées explicitement, et qu'elles ne dépendent d'aucun paramétre inconnu —
seulement des dimensions ambiantes.

Ceci est extrémement utile dans les problemes d'inférence statistique (tests
d’hypotheéses, par exemple), comme nous le verrons par la suite.

Les trois lois fondamentales sont :
e la loi x?,
@ la loi F de Snedecor-Fisher.
@ la loi t de Student .
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Proposition (Sommes de carrés gaussiens)
Soient {Zi, ..., Zy} des variables aléatoires i.i.d. de loi N(0,1). Alors

ZP+... 4+ Z¢ ~ Xk

Une variable aléatoire X est dite suivre une loi du x? de paramétre k € N (appelé
le nombre de degrés de liberté), notée X ~ x2, si

E_1 _g .
fele) = [ e w20
0, siz < 0.

L'espérance, la variance et la fonction génératrice des moments de X ~ X3 sont
données par

E[X] =k, var[X]=2k,  M(t)=(-2t)""2 ¢t<l

On peut obtenir la fonction génératrice des moments en observant qu'il s'agit de
la somme de k variables aléatoires indépendantes de loi x?.

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 186 / 300



Proposition (Rapports de sommes de carrés gaussiens)

Soient Y3 ~ x3 et Y3 ~ x5 deux variables aléatoires indépendantes. Alors

Yi/dy
Y2/ d;

~Fa,a,.

Une variable aléatoire X est dite suivre la loi de Snedecor-Fisher F de paramétres
dy,ds € N, notée X ~ Fdl,dzl Si

d1/2 d
1 di F-1 dy
)= qaay (8) e (1 e
0, siz <0.

—(d1+dz2)/2 .
) siz >0,

)

L’espérance et la variance de X ~ Fg4, 4, sont données par

2d2(dy + dy — 2
, pour dy > 2, var[X] = dlzziz(j‘;;(dz — 2))2, pour dy > 4.

&
dy — 2

La fonction génératrice des moments n’existe pas.

E[X] =
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Un “cas particulier” de la loi F particulierement important est la loi t, de Student

Proposition (Lien entre la loi t et la loi F)

Soient Z ~ N(0,1) et Y ~ x2 deux variables aléatoires indépendantes. Alors

Z

=—— ~t,.

VY /v

On peut réécrire T? comme
T2 — Z2/1
Y/v

Comme Z2 ~ x? et que Y ~ x2 est indépendant, on a

T? ~Fy,.

Ainsi, la loi t, peut étre vue comme la racine (avec signe) d'une loi Fy ,.

En supposant k > 2, I'espérance et la variance de X ~ t; sont

k
E[X]|=0 var[X]| = ——.
X]=0,  var[X]=_ "
L'espérance n'existe pas pour k = 1 et la variance n’existe pas pour k < 2. La
fonction génératrice des moments n'existe pour aucun k € N.
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Convergence de variables aléatoires et/ou
de leurs lois
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Convergence et variables aléatoires

Nous voulons finalement comprendre comment une structure simple peut émerger
de systémes aléatoires complexes, “a grande échelle ou a long terme”.

Cela nécessite des notions appropriées de convergence.

Nous avons déja vu des notions de convergence pour des événements — mais il
nous faut maintenant les relier aux variables aléatoires et aux vecteurs aléatoires.

Rappel : les variables aléatoires sont des fonctions entre des espaces mesurables,
donc plusieurs notions de convergence peuvent étre définies, par exemple :

@ Convergence en loi (ou convergence faible)
@ Convergence en probabilité (ou convergence en mesure)

@ Convergence avec probabilité 1 (ou convergence presque siire)

Chacune de ces notions est qualitativement différente ; nous verrons comment
elles se relient les unes aux autres. J
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Rappelons que X = X (w) et chaque X, = X, (w) sont des fonctions mesurables,
X, Xn: (Q,F) = (R, B(R)).
La convergence déterministe point par point de telles fonctions signifierait que,
VweQ&Ve>03IN>1:|X,(w)— X(w)|<e, Vn>N.

Mais nous disposons d’une mesure de probabilité sous-jacente — il faut donc
tenir compte des probabilités.
Dans la plupart des cas, il suffit de pouvoir dire quelque chose de plus faible :

“pour n suffisamment grand, il y a une probabilité écrasante que X, et X se
réalisent tres pres I'un de I'autre.”

Ceci est formalisé par la notion de convergence en probabilité :
Définition (Convergence en probabilité)

Soient {X,,} et X des variables aléatoires sur (2, F). Etant donné une mesure de
probabilité P sur (2, F), on dit que X,, converge en probabilité vers X et on écrit
X, 5 X si

n—ro0

Ve>0, P[|X,—X|>¢ — 0.
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1 2 3 5
x

Victor Panaretos (EPFL)

La convergence en probabilité est une
affirmation portant sur le comportement
conjoint de X, et de X.

Pour déterminer la convergence en probabilité, il
faut connaitre la loi de | X, — X|.

Celle-ci peut en général étre obtenue par
transformation a partir de la loi conjointe
F(x,,x) du vecteur (X,, X)T.

Une fois Fjx,_x|(-) connue, il faut examiner
1= Fix,—x|(e) = P{|Xn — X| > €},

c'est-a-dire la queue droite de la distribution.

En pratique, il s'agit donc de montrer que
1 — Fx,_x|(€) converge vers zéro lorsque
n — 00, pour tout €.

Les graphiques a gauche montrent 1 —
F|X17X‘(E)1 1 - F‘Xg*Xl(a)’ 1 - Fng*X‘(E)i st
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Soient X1, ..., X, % Unif[0, 1], et définissons

M, = max{Xy,..., X, }, & my, = min{Xy,..., X,}.
Alors,

Fi,(z)=2" = P(M.—1>¢)=P(My<l-¢)=(l-¢)""=30,

pour tout 0 < € < 1. Ainsi, on a bien M, i) 1. De facon similaire, m, l> 0.
Soit B ~ Bernoulli(1/2) indépendant de {X;}, et posons

Y, = B M, + (1 — B) m,.
Montrons que Y, — B. Pour tout € € (0,1),

P(|Y,—B|>¢)=P(B=1, |[M, -1 >¢) +P(B=0, |m, — 0| >¢)
=1P(M, <1—¢)+ iP(m, >¢)

Il-e"+i(1l-e)"=(1-¢)* —0.

n—oo

v,
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Ce que la convergence en probabilité ne dit pas :

© Elle ne concerne pas les trajectoires complétes X;(w), Xa(w), ... pour un w
donné, mais plutét la variable X, (-) (le n-ieme élément, pour n grand)
considérée sur tout €2.

© En d’autres termes, elle ne peut pas exclure qu'une trajectoire particuliére
X1(w), X5(w), ... dépasse a plusieurs reprises une distance € de X (w).
Des énoncés comme (2) concernent non seulement I'événement
Ane ={|Xn — X| > €}, mais I'événement “A, . se produit une infinité de fois".

En effet, comment écrit-on correctement |'événement de convergence,

A= {wEQ: lim Xn(w):X(w)} ?

n—00
Est-il méme clair que A € F 7 Heureusement, oui :
A = {weQ:Vk>1IN>1:|X,(w) - X(w)| <k~ 'Vn > N}
= (U {we:|Xa(w) - X(w)] < 1/k}
E>1N>1n>N
= () lminf{|X, - X| < 1/k} = | | limsup{|X, — X| > 1/k}
E>1 E>1
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On voit donc que la probabilité que la suite converge est une question bien plus
subtile. Lorsque cette probabilité vaut 1, on dit que X, converge vers X presque

slirement :
Xp 25 X e IP{lim |Xn—X|:0}:1

n—r o0
— Ve >0,P{X,—X|>¢eio}=0.
La derniére équivalence découle de notre travail a la diapositive précédente et de
la o-sous-additivité des mesures de probabilité.

La convergence presque siire implique la convergence en probabilité (exercice).
Mais la réciproque est fausse :

Supposons que Y, ~ Bernoulli(1/n) soient indépendantes : chaque Y, vaut 0 avec
probabilité 1 — n~" et 1 avec probabilité n~". Clairement, | Y| < 1 presque siirement.
Et, pour tout 0 < e < 1,

P[|Ya| > €] =P[Yu =1 =1 0.

Ainsi Y, £ 0. Mais la série Zn P[Y, = 1] diverge, donc par Borel-Cantelli 2,
I’événement {Y,, = 1} se produit une infinité de fois avec probabilité 1, et par
conséquent Y, ne converge pas p.s.

”
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Cependant, si le taux de convergence en probabilité est suffisamment rapide :

Proposition (une convergence rapide en probabilité entraine la convergence presque siire)

Soient {X,} et X des variables aléatoires sur le méme espace de probabilité. Si,
pour tout € > 0, la probabilité P(| X, — X| > €) décroit suffisamment vite en n

pour que
(e0)

> P(IXn — X| 2 €) < oo,

n=1

alors X, — X presque siirement.

Démonstration.

Fixons k € N et posons A, ; = {|X, — X| > 1/k}. Par hypothése avec
e=1/k, Ele P(A, 1) < co. D'apres le premier lemme de Borel-Cantelli,

P(limsup,,_,o, An,x) =0  pour tout k € N.

En utilisant la sous-additivité et en sommant sur k,

P(Use; limsup, o Ank) < Yope; P(limsup, ., Ang) = 0.

O
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Convergence en loi

@ Jusqu'a présent, nous avons essentiellement examiné I'évolution de
Fx,_x|(-), pour tous les arguments.

@ Que se passe-t-il si, au lieu de cela, nous regardons I'évolution de
|Fx, () — Fx(-)| pour tous les arguments ?

@ Cela compare les lois marginales de X, et de X — et non leur
comportement conjoint.

Convergence en loi (ou convergence faible)

Soit {Fn}nzl une suite de fonctions de répartition, et F' une fonction de

R . . L. d
répartition sur R. On dit que F), converge en loi vers F', et on écrit F,, — F,

lorsque
n— oo

F,(z) — F(z), Vz¢ Dp

(convergence point-par-point sauf aux points de discontinuité de la limite F').

Remarque : Nous avons formulé cette forme de convergence uniquement en termes de
fonctions de répartition — afin de souligner qu'il s’agit, par nature, d'une propriété
portant sur les distributions elles-mémes.

Bien siir, dans la plupart des cas, Fn(z) et F(z) proviennent des lois de variables

n— oo

e . d
aléatoires X, et X ; on écrit alors X, — X <= Fx, — Fx.
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Soient Xi,..., X, o Unif(0,1), M, = max{Xi,...,X,}, et @, = n(1l — M,).

IP[QnSm]Z]P’[MnZI—m/n]Zl—(1—%)7%1301—(’”.

Notez que la limite est la fonction de répartition d'une variable aléatoire Exp(1).

V.

Etablir la convergence en loi est plus simple que la convergence en probabilité: pas
nécessaire de manipuler la loi jointe, il suffit de manipuler les lois marginales.

Conformément a cette idée de plus simple, on peut en fait montrer que (exercise):

X, 55X = x,3 X

On obtient ainsi la chalne suivante,

X, Bx = x,53x = x, %%

[{3 ”

. . . d
ce qui explique le terme de convergence faible pour “ —

(la plus faible que nous ayons rencontrée).
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Un lemme pour se faciliter la vie

Lemme de Slutsky

Soient (X,) et (Y,) deux suites de variables aléatoires telles que

X, -5 X e Y, ceRr

Alors :
(a) Xn+ Yo -5 X +c;
(b) X, YV, - cX.

@ Attention : nous ne pouvons pas remplacer la constante déterministe ¢ par
une variable aléatoire (exercice: trouver un contre-exemple).

Preuve.

(a) On peut supposer ¢ = 0. Soit z un point de continuité de Fx. On a :

PX,+ Y, <z] = PX,+Y,<z |Vo|<e]+PX,+Y, <z |V, >¢]
< PX, <z+e]l+P[|Y,] > el
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De méme,
P[X, <z —¢] < P[Xy+ Y, <z]+P[|Vy] > e

Ainsi,
PX, <z—¢e]-P[|Y,]| >¢] < PX,+Y,<z] <PX, <z+e|+P[|Y,]|>¢€]

Comme € est arbitraire, on obtient le résultat de (a) en faisant tendre n — oo.

(b) Il suffit encore de supposer ¢ =0 (car (Y, + ¢)X,, = X, Yy, + cX,, et |a
partie (a) donnera la conclusion). Soient €, M > 0. Alors :

P[| X, Y| > €] Pl| X, Yn| >e, |Yn| <1/M]+P[|Y,] > 1/M]
Bl Xa| > €M) + B[| Vs > 1/M]

— P[|X|>eM]+0.

n— 00

IA A

Le premier terme peut &tre rendu arbitrairement petit en faisant tendre M — co.
D’ol la conclusion. O
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Convergence en loi a travers les espérances
Remarquons que pour toute variable aléatoire Y, on peut toujours définir
1{v<z} ~ Bernoulli(F(z)), ol F(z)=E[l{y<a].

.. . d "
Ainsi, on peut reformuler la convergence en loi X, — X comme la condition

n—o0

On peut approximer des fonctions en escalier par des “marches lissées”, alors :
Lemme (Portmanteau)

Etant données des variables aléatoires X, de loi Fix, et X de loi F', on a
d . .
X, — X si et seulement si

n— o0

E[g(Xn)] — E[g(X)],

pour toute fonction bornée g(-) de classe C*, avec un certain k > 0.

Remarquons que la convergence des moments ne suffit pas en général —
c'est-a-dire que, dans I'énoncé du théoréme, prendre (méme tous) les monémes de
la forme g(z) = z* ne permet pas de conclure.
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Démonstration (suffisance)

Nous ne prouverons que la partie “si”, qui est tout ce dont nous avons besoin

dans le cours. Considérons un point de continuité z ¢ Dp, et prenons € > 0.

Soient §, g : R — [0,1] des interpolantes décroissantes de classe C* reliant

respectivement les points {(z — ¢, 1), (z,0)} et {(z,1),(z +¢,0)}. Il s’ensuit que
]-{ugmfs} < §(U) S 1{u§m} < g(u) < ]-{uS:chs}

D’aprés la troisieme inégalité, I'hypothése du lemme (), puis la derniere inégalité,

limsup Fiy, (2) < lim E[g(X,)] = E[g(X)] < E[Lix<otey] = Fx(e +¢)

n—oo =e2

D’aprés la deuxiéme inégalité, |'hypothése du lemme (%), puis la premiére inégalité,

liminf Fy, (z) > lim E[3(X,)] = E[3(X)] > E[lix<e—e}] = Fx(z —¢)

n— 00 n— o0

En combinant les deux bornes, on obtient

Fx(z —¢e) <liminf Fx (z) < limsup Fix, (z) < Fx(z +¢).

n—oo n—oo

Le résultat s'en déduit puisque F' est continue en z et que € est arbitraire. ]
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La loi des grands nombres et le théoreme
central limite
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L'ordre issu du chaos

Imaginons un systeme aléatoire désordonné, constitué d’une grande collection de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées,

Xl,Xz,Xg,...,Xn (n grand).
Que se passe-t-il si I'on applique a ce systéeme une fonction scalaire déterministe ?
(X17"'7X7L) = g(X177X7L)

Transformer le systeme modifie sa loi — nous avons vu comment la calculer.

@ Mais les composantes du systeme n'agissent pas en symphonie, plutét dans
une cacophonie aléatoire.

@ On pourrait s’attendre a ce que leurs contributions s’annulent mutuellement...

@ ... a condition que chaque composante contribue a la fonction de maniere a
peu pres égale, et de plus en plus négligeable lorsque n croit.

Si tel est le cas, on peut s'attendre a ce que la sortie de g appliqué au systéeme
présente un comportement trés ordonné — presque constant — malgré la nature
trés chaotique de son entrée.
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Peut-étre la fonction la plus simple de ce type est

1 n
g(z1,...,2,) = ;lei,
1=

c'est-a-dire I'état moyen du systeme.
@ Chaque composante contribue de maniere égale a la fonction.
@ La contribution de chaque composante s'annule asymptotiquement...
@ ... a condition que la probabilité d'étre arbitrairement grande soit petite.

Ces considérations conduisent au premier grand théoreme limite de la théorie des
probabilités :

Théoreme (Loi forte des grands nombres)

Soit {X;}i>1 une suite de v.a. i.i.d. vérifiant E|X;| < co. Alors,

I s,
X, = 52& 23 B[ X

Réfléchissez a ce que cela signifie pour des variables de Bernoulli...
. nous pouvons enfin légitimer |'interprétation de la probabilité comme une limite
de fréquences relatives — un résultat, non une définition !
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Démonstration (sous hypothese de moments d'ordre 4) |

On donne une preuve sous |'hypothése plus forte que my = E[X}] < co. On
suppose E[X;] = 0 et Var[X;] = 1 (sinon on travaille avec les versions centrées et

réduites). On peut développer E[X,ﬂ en regroupant les indices :

ZX4+4ZXX3+BZX X2+6ZXXXk + > XXXkXZ]

1#] 1#] 4,3,k 1#jFkAL

Tous les termes contenant au moins une variable a la premiére puissance ont une
espérance nulle (indépendance et E[X;] = 0). Il reste donc

my 3
n = —

E[X} = nl (n E[X{] + 3n(n — 1)E[X12X22]> < —

my S
= A

Pour tout € > 0, cette borne est sommable en n, donc Borel-Cantelli donne

E[X,]
et €

Par I'inégalité de Markov : P(|X,| > ¢) <

Ve >0, P(|Xp|>eio)=0.

O
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Limite de champ moyen pour les observables “lisses et symétriques”

Aussi simple que semble la loi forte, elle a des conséquences surprenantes.

Supposons que g : R®™ — R soit continliment différentiable et que

o9

£ pourtoutt=1,...,n.
(2

@< g

Alors :

@ La fonction est également sensible a chaque coordonnée — g dépend du
systeme collectivement, et non d'une variable isolée. C'est la symétrie.

1=1 |Bz; |’

o La sensibilité totale, mesurée par 37, |22 ‘ reste bornée lorsque n croit.
Clest la lissité : g ne peut pas osciller brutalement.

Avec ces notions de symétrie et de lissité, la loi des grands nombres implique que

“Une fonction lisse et symétrique de nombreuses variables aléatoires i.i.d.
d’espérance finie est presque siirement constante.”
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Corollaire de la loi forte des grands nombres |

Soit {X;}i>1 une suite de v.a. i.i.d. vérifiant E[| X1|] < oo, et soit 4 = E[X;]. Si
gn : R® > R est une suite de fonctions lisses et symétriques a n arguments, au
sens défini précédemment, alors

9n( X1,y Xn) — gn(py - -y 1) 22,0 quand n — oo.
Démonstration.

Par le théoreme des accroissements finis (développement de Taylor d'ordre 0),

0gn
o2, (6n) (X — m),

n
gn(X].)“"Xn) :gn(/“l’a,/“l’)—f_z
1=1
pour un certain vecteur &, entre (Xy,...,X,) et (y4,...,u). Donc
C n
=1

par la loi forte des grands nombres. O
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Regardons de plus pres

Supposons maintenant une variance finie. Soient X, ..., X;, des v.a. i.i.d. de
moyenne u et de variance o2. Alors, avec X, = 13" | X;,

E[X,] = u & var(X,) = o?/n.

L'échelle en 1/n tue la variance asymptotiquement, de sorte que la loi de X, se
contracte vers sa moyenne :

2
Pl| X, — u| > €] < % "Z%°0 [Tchebychev]

Pour apprécier les fluctuations de X, autour de , il faut “zoomer” :
@ Quelle est la bonne mise a I'échelle ?

@ Pour garder la variance vivante prenons /n :
2

var{\/ﬁ()_(n—,u)}:nU—ZUQ, Vn>1.
n
Nous avons donc la quantité cible : la standardisation de la moyenne empirique,
\/ﬁ()_(n - /J,)/O'

Quelle devrait étre une limite distributionnelle candidate ?
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Les indices :

@ Nous introduisons de plus en plus d'aléa indépendant (entropie), tout en
maintenant les premier et deuxieme moments constants.

@ Les lois gaussiennes standards sont stables par opération de
moyennage/standardisation :
. jid 5
si X; < N(0,1), alors /n(X, — u) ~N(0,1), Vn>1
Ces deux éléments nous conduisent a conjecturer :

V(X — p)/o 5 N(0,1).
Et c'est bien le cas :

Théoreme (Théoreme Central Limite)

Soit {Xi}izl une suite de variables aléatoires i.i.d. de moyenne u et de variance
finie 02 < 0. Alors,

(X, — p)/o 5 N(0,1), quand n — oo.

Instance la plus élémentaire de universalité : les choix microscopiques de
modélisation importent peu a grande échelle — seuls comptent les grands traits
(les deux premiers moments ici).
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TCL: moyennes d’un échantillon exponentiel (asymétrie prononcée)

Dils(t)gbution exponentielle (non centréleo)0 Taille d’échantillonn =1 Taille d’échantillon n = 10

==+ Gaussienne limite

== Gaussienne limite

Taille d’échantillon n = 50 Taille d’échantillon n = 100 Taille d’échantillon n = 1000

==+ Gaussienne limite 41 ==+ Gaussienne limite 0.4 ==+ Gaussienne limite




Utilisation du TCL

Le TCL est utilisé pour approcher des probabilités impliquant des sommes de
variables aléatoires indépendantes. Sous les conditions précédentes, on a

E in =nuy, Var zn:Xj = no?,
j=1 j=1

donc

YimXi k(X —p) _nPX ) _,
Vno? no? o) "

peut étre approximé par une variable normale :

. Z;’L:lXj—n/J T—nu T—nW
P R e = R =]
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Preuve (sous la condition supplémentaire que E|X;|®> < o)
Supposons sans perte de généralité que u = 0 et 02 = 1. Etablir
Xi+--+ X, d + -+ 2, g
E —— || 2 E[g(Z)]=E e Vge Cy(R
o (B | SEga) =8 o (2R vee g,
ot {Zi}r>0 = N(0,1) nous permettra de conclure par le lemme portmanteau.
Soit Aj = X; — Z; et A = (Aq,...,A,)" = X — Z. Définissons

Sty ) = %(ul+--.+un) G,y ) = g(5(1))

h(t) = Ga.(Z+tA), telo,1].
ou h(t) est le chemin d'interpolation entre h(0) = G,(Z) et h(1) = G,(X).

Par développement de Taylor du second ordre de h(t) en 0, avec reste intégral,

h(t) — h(0) = h'(0)t + %h"(O)t2 + ;/t(t - y)’h®) (y) dy.
0

= Gu(X) - Ga(Z) = h(1) — h(0) = K'(0) + 1 R"(0) + ;/1(1 — )2 (¢) dt.
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Comme EX; =EZ;, =0 et EX? =EZ? = 1: E[A'(0)] =0, E[r"(0)] =0
(exercice : vérifiez-le). Et, en remarquant que toutes les dérivées partielles de G,
coincident,

h(s)(t):g(:a)(,n#<zA> s(u :L\/;Jrun

Ainsi @) "
[EG,(X) —EG,(2)| < ”;" 3%" ECY ).
1=1

En développant le cube et en utilisant I'indépendance et la centration,
n 3 n n n
E(Z A,-) = Y EAAA]= ) E[AAA]=) E[AY
i=1 ij,k=1 i=j=k=1 i=1
(tous les termes mixtes s'annulent car au moins un facteur est de moyenne nulle).

Ep+q:3 ]E|X1 |p]E|Z1 |q
Jr

_ _ @)
— |Eg(vnXn)—Eg(v/nZ0)| < %E|X1—Zl|3 o

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 216 /300



La méthode Delta

Parfois, on s'intéresse plutot a une fonction de la somme qu'a la somme
elle-méme — que faire ? Devons-nous transformer la limite, ou bien... 7

@ Remarquons que si g : R — R est une fonction réguliere, alors

9n(X1, ..., Xn) = g(X,) est "lisse et symétrique” au sens vu précédemment.

@ On peut donc espérer que le TCL s'applique directement a g(X,), sans qu'il
soit nécessaire de transformer quoi que ce soit ?

La méthode Delta affirme précisément cela :

Théoreme (Méthode Delta)

Soient X;, X, ... des variables aléatoires indépendantes d'espérance u et de
variance 0 < 02 < 0o, et soit g’(u) # 0, ol g’ est la dérivée de g. Alors

{5/((2(;2)02/1(;)/2 2, N(0, 1), n — 0.

En effet, cela signifie que pour m grand, on peut utiliser I'approximation

9(X.) & N(g(w), o*[g'(W)]).

Des résultats analogues peuvent étre établis pour des fonctions lisses/symétriques plus générales de {X1, ..., Xn}, mais nous nous arréterons ici.
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Théoremes limites pour les vecteurs aléatoires

Définition (Convergence en loi vectorielle) |

Soit {X,,} une suite de vecteurs aléatoires de R¢, et X un vecteur aléatoire de
R¢. Soient F,, F: R? — [0, 1] les fonctions de répartition jointes

. d .
correspondantes. On dit que X, — X si

n—oo

FX"(.’B) — Fx(x)
pour tout point de continuité z € R? de Fy.

Il existe un lien entre la convergence faible scalaire et vectorielle :

Théoreme (Dispositif de Cramér—Wold) |

Soit {X,,} une suite de vecteurs aléatoires de R¢, et X un vecteur aléatoire de
R2. Alors,
d d
X, 5 Xe0"X, 567X, Vo cR?.

Exercice : montrer par contre-exemple que la convergence faible séparée de
chaque coordonnée n'implique pas la convergence faible du vecteur aléatoire.
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Nous ne démontrerons pas le dispositif de Cramér—Wold, mais nous ferons
simplement quelques commentaires :

@ Remarquez que la définition de la convergence faible dit essentiellement que
E[lxen] = Elixen], VAEA,

ol A est la collection de tous les quadrants tels que F'x soit continu sur leur
frontiere.

o Le dispositif de Cramér—Wold indique que I'on peut remplacer la classe A par
une autre classe d'ensembles déterminante pour la convergence,
essentiellement celle de tous les demi-espaces (puisqu'on peut aussi prendre
des décalages déterministes).

e Connattre la loi de 8" X pour tout 8§ € R? détermine la loi de X — car les
opérations dénombrables sur les demi-espaces engendrent la o-algebre
borélienne (elles engendrent tous les rectangles).

@ Mais cela concerne une seule loi, et non une suite de lois. La version
séquentielle peut sembler facile mais elle est, en réalité, non triviale, méme si
I'intuition de base reste correcte.

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 219 /300



Nous pouvons maintenant donner les analogues vectoriels de LGN/TCL/A :

Loi des grands nombres

Soit {X,} une suite i.i.d. de vecteurs aléatoires telle que E|| X1 || < oo, et
EX; = p. Alors,
1i: as
— Xy — 17
n
k=1

La démonstration est la méme — coordonnée par coordonnée !

Théoréme Central Limite

Soit { X} une suite i.i.d. de vecteurs aléatoires dans R? de moyenne y et de
covariance ¥ avec trace{X} < co. Soit X, := >, X;/n. Alors,

V(X —p) S Z ~ N(0,X).

Exercice : prouvez ce TCL en utilisant le TCL scalaire et Cramér—Wold.

Méthode Delta
Dans le méme contexte que le théoréme précédent, si g(-) : R? — R? a une

dérivée non nulle en y, alors /n(g(X,) — g(u)) 4 [(Vg)(w)]Z.

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233

220 /300



De la probabilité a la statistique
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Rappelons notre cadre générale : Probabilités et Statistique

Probabilités :

@ Le phénomene d'intérét est conceptualisé comme un modele probabiliste
@ On utilise le modele pour apprendre la probabilité des résultats possibles.

© La probabilité est le langage de la modélisation scientifique

Statistique :

@ Le phénomene d'intérét est conceptualisé comme un modele probabiliste

@ | On utilise des données pour apprendre quelque chose sur le modeéle.

© La statistique est le langage de I'expérimentation scientifique

“Apprendre quelque chose” peut signifier :
@ Quel membre d'une famille de modéles a engendré les données ?
@ Quel ensemble de modeéles est compatible avec un jeu de données donné ?
@ Les données sont-elles plus cohérentes avec un modéle qu’avec un autre ?
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Le cadre paramétrique

Les trois problémes statistiques que nous allons considérer sont:

@ Estimation. Etant donné un échantillon X3,..., X, tiré d’'une distribution
Fy qui dépend d’un parameétre inconnu 8, comment peut-on construire un
estimateur, i.e une fonction de I'échantillon, dont le but est d’estimer 67

@ Intervalles de confiance. Plut6t que de tenter d'estimer la valeur précise du
parameétre 6 qui a généré notre échantillon Xi, ..., X,, est-ce qu'on peut
construire un ensemble de valeurs sous la forme d’un intervalle, qui aura une
grande probabilité de contenir le vrai paramétre 67

© Tests d’hypothéses. Etant donnée une valeur plausible 8 pour 6 (ou
plusieurs valeurs plausibles formant un ensemble ©g), est-ce que, sur la base
de I'échantillon Xy,..., X,, cette valeur (ou cet ensemble) est un bon
indicateur de la vraie valeur de 67

Une notion clé qui joue un r6le important dans les trois problemes est celle de la

vraisemblance.
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Vraisemblance: motivation

La statistique comme “probabilité inverse”. Considerons le cas discret.

Point de vue Probabilités |
Si on se dispose d'un paramétre 8 € ©, alors pour (zy, ...,z,) € X", on peut
évaluer

(81,00 Ba) > Po[ Xy = 21,00y X = 2]

c'est a dire, comment se varie la probabilité comme fonction de I'échantillon
(=du résultat).

Point de vue Statistiques |

Si on se dispose d'un échantillon (zy, ..., z,) € X", alors pour tout 8 € © on peut
évaluer

6 — PQ[X]_ =,..., X, = xn]
c'est a dire, comment se varie la probabilité comme fonction du paramétre

(=du modéle).

Intuition : on imagine que les 8 plausibles a partir du connaissance de I'échantillon
sont ceux qui rendent notre échantillon assez probable...
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Vraisemblance: cas discret

Definition (La vraisemblance pour une collection discrete iid)

Soit X3, ..., X, une collection de variables aléatoires discrétes, indépendantes et
identiquement distribuées de fonction de masse f(z;6), ou 8 € RP. La
vraisemblance de 6 est définie par

L:0© —|0,1]

n

L(6) = [ [ £(X:;0).

i=1
Remarques :
© La vraisemblance est une fonction aléatoire
@ La vraisemblance est, en effet, []7; f(X;;8) vue comme fonction de §
© La vraisemblance n'est pas “la probabilité de 8”
@ La vraisemblance L(6) est la réponse a la question : quelle est la probabilité

de I'échantillon observé lorsque le paramétre est égal a 6

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 225 /300



Vraisemblance: cas continu

Et le cas continu? On utilisera la méme définition, avec la densité au lieu de la
fonction de masse, méme si l'inteprération change un peu :
Definition (La vraisemblance pour une collection continue iid)

Soit X3, ..., X, une collection de variables aléatoires continues, indépendantes et
identiquement distribuées de fonction de densité f(z;0), ou 8 € R?. La
vraisemblance de 6 est définie par

L:06 — [0,+00)

n

L(9) = [ [ £(%:;6).

i=1

Remarques :

@ Notons que maintenant la vraisemblance prend de valeurs dans R entier.

@ Puisque F(z +€/2;0) — F(z — €/2;0) = ef(z;0) lorsque € | 0, nous
pouvons voir €™ L(f) comme étant la probabilité approximative d'un
echantillon “proche” a ce que nous avons observé.
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Statistiques

Avant d'entrer dans le vif du sujet, un mot de terminologie. Que nous estimions,
donnions des bornes de confiance ou testions une hypothese. . .

Tout ce que nous ferons sera une fonction T'(Xj,...,X,) de I'échantillon

Cela motive la notion suivante :
Définition (statistique)

Une statistique est toute fonction mesurable T' dont le domaine est |'espace
d'échantillons X™, mais qui ne dépend d'aucun parameétre inconnu.

— Intuitivement, toute fonction qui peut étre évaluée uniquement a partir de
I'échantillon, et pour laquelle on peut formuler des énoncés probabilistes.

— Quand on applique T sur I'échantillon on obtient une variable aléatoire, avec
sa propre loi de probabilité. Cette loi est appellée la loi d'echantillonage.

n 1Y " | Xi et max{Xi,..., X,} sont de statistiques (n est connu !).

Pour alléger la notation, il est d'usage d'écrire simplement T au lieu de T'(Xa,..., Xy)
— tout comme on écrit souvent X au lieu de X (w) pour une v.a.
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Estimation ponctuelle
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Estimations, estimateurs, et méthodes d'estimation.

Etant donné un échantillon X1, ..., X, tiré d’'une distribution Fy qui dépend d’'un
paramétre inconnu 8 € ©®, comment peut-on estimer 7

Définition (Estimateur ponctuel)

Une statistique prenant des valeurs dans |'espace paramétre © est appelée un
estimateur ponctuel. Réciproquement, un estimateur ponctuel est une statistique

T:X" = 0.

@ Puisque I'objectif d'un estimateur est de fournir une estimation du vrai 8 qui
a généré les données, nous le dénotons typiquement 6 = 6( Xy, ..., X,,).

@ Donc, un estimateur est une variable aléatoire. Une realisation d'un
estimateur est une estimation.

@ Une procédure générale que I'on peut appliquer a n'importe quel modele
concret pour produire un estimateur est appelée une méthode d'estimation.

Dans ce qui suit, on supposera que le modeéle est identifiable :
61 ;é 0, = F91 ?é ng.

Sinon, le probléeme d’'estimation n’est pas bien posé.
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Le méthode du maximum de vraisemblence

Soit X3, ..., X, une collection de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de fonction de densité/masse f(z;6), ot 6 € RP. La
vraisemblance de 6 est définie par

n

L) = [ [ £(X:;0).

1=1

Rapellons I'intuition : on imagine que les 8 plausibles a partir du connaissance de
I'échantillon sont ceux qui rendent notre échantillon assez probable...

Définition (Estimateur du maximum de vraisemblance)

Soit X1, ..., X, un échantillon aléatoire iid tiré d'une distribution Fy de fonction
de densité/masse f(z; ) et soit 6 tel que

L(6) < L(§), Véeo.

Alors G est appelé un estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de 6.
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Détermination de I'EMV

@ Notons que I'EMV est défini indirectement, comme I'optimum d'une fonction
objective. Alors comment le déterminer?

@ Lorsque la vraisemblance est une fonction dérivable de 8, le maximum de la
fonction L(6) doit étre une solution de |'équation

Vo L(6) = 0,

@ Avant de déclarer qu'une solution 6 de cette équation est un EMV, nous
devons d'abord vérifier que c'est bien un maximum (et non un minimum!).

@ Si la vraisemblance est deux fois dérivable, ceci peut étre fait en vérifiant que

— V3L(8)|p_s > O,

i.e que (—1) multiplié par la matrice hessienne est définie positive.

@ Lorsque le parametre est de dimension un, ceci se réduit a vérifier que la
seconde dérivée est négative lorsqu'elle est évaluée a la solution de I'équation
de vraisemblance.
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Détermination de I'EMV — La logVraisemblence

Afin de résoudre Vo L(6) = 0, il faut déterminer la dérivée d'un produit de n
fonctions, ce qui peut étre un calcul fastidieux.

Afin d’éviter ceci, nous nous concentrons habituellement a maximiser la
log-vraisemblance

£(0) = log L(9)
au lieu de la vraisemblance.

Puisque la fonction log est monotone, la vraisemblance et la
log-vraisemblance ont les maximums et les minimums pour les mémes 6.

L'avantage de la log-vraisemblance est que nous travaillons avec une somme
de m fonctions plut6t qu'un produit,

£(6) = log <Hf(xi;e)> =D _logf(X:;6).

=1 =1

Encore une fois, si la fonction log-vraisemblance est deux fois dérivable, un
EMV 6 de @ satisfera

Vol(0)lo—s =0 & — V3L(6),_; - O
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. jid . .

Soit Xi,..., X, ~ Bern(p) et supposons que nous voulons utiliser la méthode
du maximum de vraisemblance afin de construire un estimateur de p € (0,1). La
vraisemblance est :

n n

Lp)=[[fXsp) =[P -p)" " = pia Ki(1 - p) i X,

1=1 =1

En prenant le logarithme de chaque coté de I'équation, nous obtenons la fonction
de log-vraisemblance

{p) = longX +log(l—p <n—ZX>

i=1

Nous pouvons noter que cette fonction est deux fois dérivable par rapport a p et

calculer
d B n _ n
d—pe(P) =p 'Y Xi-(1-p)* (n_ZXi> :
i=1 i=1
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Résoudre |'équation £'(p) = 0 en fonction de p est équivalent a résoudre

Pty Xi—(1-p)M[n->_ Xi| =0,
=1 =1

et nous pouvons voir que cette derniére équation a un unique racine donnée par

n ~ . o . - ]
%Zizl X; = X. Appelons cette racine p, nous devons maintenant vérifier qu’elle
correspond bien a un maximum. Notez que

d2 n 8 n
we(P)Z—PQZXi—(l—P) n=->"X),
=1 =1

et que cette expression est toujours non-positive, car 0 < Z?:l X; < n presque
sirement et p € (0,1). Ainsi

ﬁ:f:lz_xi

S

est I'unique EMV de p. ]
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. id . ,
Soit X1,...,X, e Ezp(\) et supposons que nous voulons utiliser la méthode du

maximum de vraisemblance afin de construire un estimateur de A € (0, ). La
vraisemblance est :

n

L) = [[f(Xi52) = ﬁ)\e_AX’ = \" exp {—)\zn:Xz} :

=1 i=1

En prenant le logarithme de chaque c6té de I'équation, nous obtenons la fonction
de log-vraisemblance

LX) =nlogh— X)X,

i=1

Nous pouvons noter que cette fonction est deux fois dérivable par rapport a A et

calculer
—e( Z X;.
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Résoudre |'équation £'(A\) = 0 en fonction de A nous donne I'unique racine
1< -
( > Xi> =1/X.
v

Appelons celle-ci X, nous devons maintenant vérifier qu'elle correspond bien a un
maximum. Notez que

d? n

5l =—-+

dX A
et que cette expression est toujours négative, car A > 0. Ainsi

est I'unique EMV de M. O
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2d

Soit X1,...,Xn ~ N(u,02) et supposons que nous voulons utiliser la méthode

b

du maximum de vraisemblance afin de construire un estimateur de
6 = (u,0?%) € R x (0,00). La vraisemblance est :

2072

L(,u,crz):ﬁf(X,-;y,az):< L )”exp{_w

i V2oro?

En prenant le logarithme de chaque c6té de |'équation,

n

n 1
Up,0°) = —Elog(szz) ~ 5g3 2(Xi— p)?.

1=1

Noter que les dérivés secondes par rapport a u et o2 existent et

0 5 1<
@Z(M,U) = ;Z(Xz—

0 2
Wz(ﬂ' o) 202 04 Z
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Résoudre I'équation V(, 52)€(i,0?) = 0 en fonction de (i, 0?) donne un systéme
de deux équations a deux inconnues. L'unique solution de ce systeme est

(X, n1 zn:(Xl = X)2> .

Appelons cette solution (&, 52), nous devons maintenant vérifier qu'elle
correspond bien a un maximum. Notez que

52 5 n 52 ) - 1 n ,
5 {0 = g3 Gt o) = g~ g 2K =)

o 2 6 2 S (Xi—p) np—nX
o o) = gt ) = - e =

En évaluant ces dérivés secondes en ({2, 52), nous obtenons

02 n 02 n
7((#,0'2) = —7=, 72(/.1:,0’2) = T 52
ou? (wor=(aory &7 9P (wot)=(aor) 20
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& )
=% o
orrony B0 )

82

907 Up,0?)

(M:UZ):(/:"&Z)
Nous obtenons que la matrice
2 2
{_ Vit )‘(u,ﬂ)(ﬂ,w]

est diagonale. Afin de montrer qu'elle est définie positive, il suffit de montrer que
les éléments de sa diagonale sont positifs. C'est bien le cas ici, puisque 52 est
positif avec probabilité 1. Ainsi I'unique EMV de (u,0?) est donné par

(/:l’:6'2) = (X ) %Z(Xz _X)2> :

i=1
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Les identités de Bartlett

Il apparait clairement que les dérivées aléatoires £'(-) et —£"(-) jouent un réle
fondamental dans la détermination de I'EMV d'un 5 € ® C R.

Que peut-on dire de leur “champ moyen” (espérance) E[¢'(-)] et E[—£"(-)] ?
Lemme (Identités de Bartlett)

Si le modele est identifiable et la vraisemblance est suffisamment réguliere pour
permettre sa double dérivation sous le signe intégral, alors (exercice) :

Q |Ey[£'(9)] =0

@ | Eo[—£"(8)] = Eq {[£(6)]° } = var[£(6)] € (0, ).

@ En moyenne, la dérivée s'annule au vrai parametre.
@ En moyenne, la seconde dérivée est négative au vrai parametre.

@ Lorsqu'on evalue £'(-) au vrai 6, elle devient une variable aléatoire de
moyenne zero et variance finie et égale a la courbure de £'(-) au vrai 6.

o Comme ¢'(-) est continue, on a aussi varg{¢'(d =€)} < co pour € > 0 petit.
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Convergence en probabilité (Cohérence)

Alors quand I'échange dérivée/intégrale est permise, Bartlett dit :
“le vrai paramétre est un maximum de la log-vraisemblance moyenne”

Comme la log-vraisemblance (fois 1/n) convergera vers sa moyenne (LGN), est-ce
qu'on peut ésperer que son maximum convergera vers le vrai paramétre?

En une dimension nous pouvons énoncer un résultat assez simple :

Théoreme (Convergence en probabilité de 'EMV)

En plus des conditions dans le lemme de Bartlett, supposons que I'EMV 6, existe
de maniére unique pour tout n. Alors, si 8 est le vrai paramétre,

[e.e]

Pg, {|6n — 60| > €} =30

Un estimateur qui converge en probabilité vers le vrai parameétre quand la taille n
de I'echantillon diverge est dit cohérent.
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Preuve. ‘

Développons la moyenne de £'(-) autour de 6y (définition de la dérivée de £’ en 6,
et échange dérivée—espérance justifié par la supposition de régularité) :

Eog,[£'(8)] = Eg,[¢'(60)] + (8 — 60) Eg,[£"(60)] + (|6 — 6ol).-
Les deux identités de Bartlett permettent de conclure
Eg,[€'(8)] = —(8 — 6o) ¢ + o(|6 — 65]).
avec ¢ = varg,{¢'(6o)} € (0,00). Donc, pour € > 0 petit et § =6y £ ¢,
6_ = Eg[l/(6o—¢€)] >0, 64 := Eg[ll(6o+¢)] < O.

Autrement dit, le £/(-) moyen est positif a gauche et négatif a droite de 85.

Comme varg,{¢'(65)} < oo et £'(-) est continue, on a aussi varg,{¢'(fg £ €)} <
pour tout € > 0 assez petit, et

U0 +e) =230, Zlogf(Xi,00 + &) == Bgy[£/(60 +€)] =6+,  [LGN]
donc P[¢'(6o —€) > 0] — 1 et P[¢/(6p +€) < 0] — 1.
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Alors par inclusion/exclusion,
P[&(6o—¢€)>0 & {(6h+¢)<0] -1
Maintenant, par définition de 'EMV,
Z'(@n) =0, et ce zéro est unique (par supposition).
Comme f est C1, la fonction 6 +— £'(6) est continue. Ainsi, si pour € >0 on a
l(6y—€) <0 et £(6+¢) >0,

alors, par le théoreme des valeurs intermédiaires: 36 € (6p —¢,00 +¢) : £(6) = 0.
Par I'unicité du zéro il s'ensuit que 6, € (g — €,60 + €). En autre terme,

{€'(6y—€) <0& €6y +¢€)>0}C{fo—¢€<b,<8y+e},
et par monotonicité de probabilité,

P[¢'(6p —€) <0, £'(8p +¢€) > 0] <P[fg — & < bn < b +¢] <P{|fn — 6] < €}

—1

M
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Normalité asymptotique de I'EMV

Théoréme (TCL pour la EMV)

En plus des conditions supposées dans le dernier Théoreme, supposons que
I'espace des parametres ©® C R soit ouvert, et que la log-vraisemblance admette

une troisiéme dérivée “intégrablement bornée” proche a 8y (voir ci-dessous).
Alors, si 8y est le vrai paramétre,

\/ﬁ(én—eo)—‘%N<o, 1(190)>

ol I(8) = E [-82log f(X1;6)] = E [(Bgf(Xl;G))z] est I'information de Fisher.

@ On peut interpréter ceci comme

A 1
0, é N <9, nI(H)) , pour m grand.

o La condition selon laquelle £ est “intégrablement bornée proche a 8y" exige
que : 3 Mp(z) > 0 et &g > 0 tels que Eq, [Mo(X;)] < o0 et

16— 6o < 8g => [€"(;0)] < Mo(z).

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233

244/ 300




Pourquoi nI(8) ? (...

courbure) Prenons

n = 10,50, 150, 450.

7] 1]
| |
u‘n n‘s 1‘0 1‘5 Z‘D a‘n n‘s 10 1‘5 Z‘U 2‘5 J‘U
& &
— MLEofo” — MLEofo’
— Trueo® — Trueo®
O‘H n‘s 1‘5 2‘0 2‘5 3‘n O‘U u‘s 1‘5 2‘0 2‘5 S‘U
& &
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Preuve. |
Soit £;(8) = log f(X;;8), et alors £(8) = >, £;(8) et le termes £;(6) sont i.i.d.
Si @n est I'unique maximum de la vraisemblance, on a

2(8,) Zz'

En développant cette équation en série de Taylor proche de 8y, on obtient

n

0= 6 Ze 00) + (B — 80) D £4(60) + 3 (6 — 60) 3 £1(63),

=1 =1
ou 87 est compris entre 6 et 8,,. En divisant par 4/m, on obtient :

= DO+ V(B = 60) 7 3 () + 5B — 600,

=1

71/2 Zz 162( )
n=1 30— (60) — (Bn — 60)(2n) 1 00, £'(67)
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D’apres le TCL et le lemme de Bartlett, il vient que
! zn:z'(e ) 5 N(0, 1(60))
—= i(bo »4(60)).
vn
Ensuite, la loi LGN, combinée au lemme de Bartlett, implique
1 - 1 D
= Z —¢(60) = 1(o).
i=1

Par le lemme de Slutsky, le théoréme suivra si I'on montre que
5 P o :
Ry = (6, —60) 5 >0, £/"(8;) —> 0. Cela est établi dans le lemme suivant. [

Lemme

Dans le méme contexte que le théoreme précédent,
— (D 1 P
Ry = (0, — 60) 5, S 26y —o0
pour toute variable aléatoire 8}, située sur le segment reliant 6, et .
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Preuve.

Pour tout € > 0, on a

P[|R,| > €] = P[|Ru| > €, 16, — 80| > 8] + P[|Rs| > €, |65 — 60| < 8]

<P[|n—80|>8]—0
Si |§n — 6p| < 8, la borne intégrable donne |R,| < % Zle M(X;) = M,. Ainsi,
P(|Rn| > €,(6n — 6] < 8] <P(|Rn| > €, |Ra| < (1/2)6M,].
Pour £ > 0, ce dernier terme se borne par
P[|Bn| > € |Ra| < (1/2)6 Mn, My < M+E]+P(|Rn| > €, [Rn| < (1/2)8 My, My > M +¢]
qui a son tour est majoré par
Bl|Ral > €| Rul < (1/2)5(M + )] + P[| 1, — M| > ¢].

Mais la loi des grands nombres implique que

M, = %Zn: M(X;) 23 E[M(X1)] < .
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Il en résulte que _
P[| M, — M| > & — 0.

Comme on peut toujours choisir § aussi petit que souhaité*, on peut rendre la
limite du terme
P[|Rn| > € |Ra| < (1/2)6(M + €)]

nul. En résumé, on a établi que R, EN) O

*Onabé, E) 6 si et seulement s'il existe une suite (an)nzl décroissante, a, | 0, telle que
P(1n — 6l > an) <an  (n>1).
(<) Soit € > 0. Pour n assez grand, a, < €, donc
P(|6n — 8] > &) < P(|8n — 6] > az) < an — O.
(=) Posons ¢ = 2=%. Comme 6, R 8, pour tout k il existe Ny tel que, pour tout n > Ny,
P(|én — 8| > er) < €.
Définissons a, := € si Ny < n < Ng41 (en prenant (Ny) croissante). Alors a, | 0 et, pour
N < n < Nggr, A )
P(|6n — 0| > an) = P(|0n — 8] > &) < e = an.
Alors, pour étre precis, nous replacons § par an dans la preuve.
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Le cas d'un parameétre vectoriel

On étend la vraisemblance au cas §# € ® C R?. Les conditions de Bartlett
deviennent :

0 [E[ve(9)] =0

0 |Ey[-V24(8)] = Eg{[ve(e)f} = varg[V£(8)] = 0 (< o).

La cohérence est plus délicate a établir, mais tient sous des conditions quasi
minimales pour les familles exponentielles. On obtient :

V7 (B — 80) =5 N(0, 1(80)7Y),
1(6) = E[-V; log f(X1;6)] = E[Vglogf(X1;6) Vglog f(X1;6)']

est la matrice d'information de Fisher. Ainsi,

N 1
0, g (9, o 1(9)_1> , m grand.
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Intervalles de confiance
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“a quelques détails pres..."

@ Méme si un estimateur est tres précis, il donnera trés rarement une estimation
exactement juste (en fait, jamais dans le cas de modeles continus).

@ Nous nous attendons néanmoins a ce qu'un bon estimateur “tombe dans le
bon ordre de grandeur” avec une probabilité raisonnablement élevée.

@ Dans la vie courante, on entend ou on lit souvent des phrases comme “le
pourcentage de votes négatifs est estimé a 52% plus ou moins 3%".

Les intervalles de confiance rendent ce type d'énoncés rigoureux.

Dans leur forme la plus simple (bilatérale et symétrique), ils visent a trouver une
constante ¢ telle que le rang

~

fte

ait une probabilité au moins égale a 1 — a de contenir le vrai parameétre 6.

(a est typiquement petit, e.g. a = 0.05, pour rendre 1 — @ grand)
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Intervalle de confiance bilatéral

Soient X3,..., X, 5 f(z;0), ou 8 € ® C R, un échantillon aléatoire et a € (0, 1)

une constante. Soient L(Xj,..., X,) et U(Xy, ..., X,) deux statistiques,
appelées respectivement la limite inférieure et la limite supérieure, telles que

i <6< =1-a.
9125) Py |:L(X1) )Xn) <6< U(Xl) )Xn)] l-a
Alors, l'intervalle aléatoire
|:L(X17 tety Xn) ) U(X17 R Xn)])

est appelé un intervalle de confiance bilatéral pour 8 avec un seuil de confiance
(1-a).

Dans la diapositive précédente, nous avons considéré une forme particuliere
d'intervalle ou L et U sont de la forme

L=6—¢, U=68+c¢.

Tous les intervalles ne sont pas nécessairement de cette forme, mais nous

concentrerons notre attention sur ce type d'intervalles.
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Intervalle de confiance unilatéral

Soient X3,..., X, 5 f(z;0), ou 8 € ® C R, un échantillon aléatoire et a € (0, 1)

une constante. Soit L(Xj, ..., X,) une statistique telle que
inf P [LX,...,X <9} —1-a
RO [ ) °
Alors, l'intervalle aléatoire
[L(Xl,...,Xn), +oo)

est appelé un intervalle de confiance unilatéral a gauche pour 8 avec un seuil de
confiance (1 — a). De fagon analogue, si U(Xq,...,X,) satisfait

glg(ng[U(Xl,...,Xn) 29} —1—a,

alors I'intervalle aléatoire

(—oo, U(Xl,...,Xn)]

est appelé un intervalle de confiance unilatéral a droite pour 6 au seuil (1 — ).
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Interpretation

o |l faut faire attention lorsqu’on interpréte un intervalle de confiance.
@ Remarquez que

glél(gpg[L(Xl,...,Xn) <6< U(Xl,...,Xn)] —1—aq,
est une affirmation équivalente a
glélépg{g € [L(Xl,...,Xn), U(Xl,...,Xn)] }] —1-a

o Toutefois, la deuxieme fagon d'écrire I'affirmation peut nous amener a une
mauvaise interprétation de ce que signifie un intervalle de confiance.

o En effet, c'est l'intervalle [L, U] qui est aléatoire et non le parametre 6.

@ Dire que “la probabilité que le parametre tombe a l'intérieur de I'intervalle
est au moins 1 — a" est faux : le parametre ne bouge pas, il est fixe!

@ C'est l'intervalle qui peut changer pour différentes valeurs de I'échantillon
X1,..,Xn, et qui peut donc couvrir ou non le paramétre.

o |l faut donc dire “la probabilité que I'intervalle couvre le paramétre 6 est au
moins (1 — a)"
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Interpretation

RIS
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Interpretation

@ Une facon différente de clarifier la situation est de remarquer que :

]Pg[L(Xl,...,Xn) <6< U(Xl,...,Xn)] _

= Po[{L(Xi, ., X,) < O}} N {U(Xs,. ., %) > 6}],

ou le c6té droit de I'expression accentue le fait que I'affirmation s'applique
aux bornes aléatoires de confiance L et U, plutbt qu'au parametre
déterministe 6.

@ Afin d'éviter toute confusion, il est préférable d'écrire Py {[L, U] 3 6} que
Py {6 € [L, Ul}.
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Exemple (presque le “seul exemple”)

wd

Soit X1,...,Xn ~ N(u,02), ol p est inconnu et o2 est connu. Nous voulons
construire un intervalle bilatéral pour g. Nous standardisons pour obtenir:

X—,uN
—a/\/ﬁ N(0,1).

Ainsi, si za et z1_g sont les a/2 et 1 — a/2 quantiles (respectivement) de la

distribution N (0, 1), nous avons :

Pl < Sk sag]=1-a

En manipulant |'expression a l'intérieur de la probabilité, nous obtenons :

5 m

Pl 7z
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@P[—X%—Z‘;\/UES—/JS—X%—Q‘;\/UE_ = l—«a
<:>P[X—Zaa ZuZ)_(—zl,ga = l-a

2 /n o

— o' — a'-
@P[le—g\/ﬁS#Sngﬁ_ = 1-a

L'égalité ci-dessus est vraie quelque soit la vraie valeur de u € R. Donc si
o o
vn vn'

alors [L, U] est un intervalle de confiance au seuil 1 — a. Par symétrie de N(0, 1),

L(Xl,...,Xn):X—,ﬁ,% & U(Xl,...,Xn):X—Z%

— o = (o
X — P4 -1 y X + 4
2N 2n
S— —
L(X1,.yXn) U(X1,e.sXn)
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Observez que l'intervalle est symétrique autour de X, le EMV de . Pour mettre
|'accent sur ce fait, on I'écrit souvent sous la forme

S o
X :':21,%7

Jn

Nous pouvons ainsi faire quelques observations importantes:

@ La longueur de I'intervalle de confiance est 221_(1/20/\/5, ce qui dépend de

02, neta.

@ Le paramétre o2 échappe a notre contrdle, puisque c'est la variance de la
distribution N (u, 0?) sous-jacente.

@ Nous pouvons cependant contrdler la taille de I'échantillon n et le seuil de
confiance 1 — a. En augmentant n, la longueur de I'intervalle est
ré-échelonnée par un facteur de 1/+/n.

@ D'un autre coté, diminuer a (i.e. augmenter la confiance 1 — a) a pour effet
d'augmenter la longueur de I'intervalle : plus nous voulons avoir de la
confiance dans notre intervalle et plus I'intervalle sera grand (notons que la
longueur de l'intervalle tend vers I'infini lorsque o — 0).
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Maintenant, considérons le probleme consistant a trouver un intervalle de
confiance unilatéral a droite. En utilisant le fait que /f ~ N(0, 1), nous

pouvons écrire _
X —

— p[Z L
o/ /n

En manipulant I'expression, nous obtenons

<z1 a]:l—a.

]P’[)_(-I-zl_ai Z#] =1-—aq,
n

Yo

et 'intervalle

- o
( —0co |, X+zl,aﬁ ]

est un intervalle de confiance unilatéral a droite avec au seuil 1 — a. De facon
similaire, un intervalle de confiance unilatéral a gauche avec un seuil 1 — o est

donné par
= o
X — Zl_aﬁ y “+00 o
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Soit X3, ..., X, une collection de variables aléatoires iid de moyenne inconnue
p = E[X] et de variance inconnue E[(X; — u)?] = 02 < co. On cherche un pivot
approximatif afin de construire un intervalle pour w.
s o 5 d
@ Par le théoréme central limite, nous avons /n(X — u) — N(0,0?).
. 5 P
o Par la loi forte des grands nombres, 02 = 37 | (X; — X)?/n — o2

Maintenant, nous pouvons utiliser le théoréme de Slustky afin de conclure que

X —
E 24 7~N(©,1),

ouf"/R

On obtient, maintenant:
o X —u
= Plzp< <24
| on < S < 2w

P )_(—zl,%;%g,ug)_(—z%ﬁ
1))0 P[ZQ/QSZSZ]_,&/Q]:].—CX

3

oo

2

3

Qui donne l'intervalle approximatif X = z;_
MATH-233
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Intervalles de Wald

Qu'est-ce qui a permis aux exemples précédents de fonctionner ? Nous avons pu
trouver un estimateur 8 de 6, ainsi qu'un estimateur de son écart-type 4, tels que
6—10

95

d
~ N(0,1).

Cela conduit a l'intervalle de confiance (approximatif) de niveau 1 — o :

6+ Zl_%&g‘.

Un tel intervalle est appelé intervalle de Wald, et il est valable chaque fois que
nous disposons d'un TCL avec variance estimable pour notre estimateur 6.

Heureusement, sous des conditions de régularité sur le modele de probabilité
sous-jacent, nous connaissons un type d’estimateur qui satisfait précisément ces
propriétés : |'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) :

Qe

R J 1 . 1
vn(8, —6) = N , 0, N (0, — ), )
n( ) — (0 1(6) ) = < nl(G)) pour n grand

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 263 /300



En résumé, nous obtenons un tableau général pour la construction d’intervalles de
confiance (approximatifs), a condition que les hypothéses du TCL de 'EMV soient

vérifiées :

Intervalles de confiance approximatifs de Wald via I'EMV

[ Confiancex1—a || L(Xy,...,Xn) UXy,.., Xn) ||
a T o~ 1
Bilatéral 6 —21_as2 = 0+ 21_q/2 =
I(0)n I(0)n
- 1
Unilatéral a gauche 0 — z21_q = +o0
I(6)n
Unilatéral a droite —00 6+ 2l =
I(6)n

Exercice : Utiliser la méthode delta pour construire une intervalle de confiance

wd

pour P[X; < zo] lorsque Xi, ..., X, ~ Exp(}), pour A > 0 inconnu et zp > 0 fixe.
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Tests d'Hypothese
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Démarche scientifique

Toute démarche scientifique procede selon le méme schéma :
@ énoncé d'une hypothese capable d'étre contredite par des données ;
@ recolte des données (observées ou résultant d'une expérience);
@ comparaison des données avec les prévisions de I'hypothese;
@ non-rejet, rejet ou modification eventuelle de I'hypothese.

En des termes statistiques, dans le cadre d'un modele, on itére les étapes
suivantes:

@ énoncé d'une hypothese (sur les paramétres du modele probabiliste)

e cette hypothése est capable d'étre contredit par des données (utilisant une
statistique, appellée statistique de test)

@ recolte des données (observées ou résultant d'une expérience);

@ rejet (ou non) I'hypothése a partir de la comparaison entre les données et les
résultats prédits par I'hypothese.

e Est-ce que cet écart est significatif?
(c.-a-d. : résultat reproductible ou simple coincidence fortuite ?)
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@ Une des plus grandes questions du dernier quart de siecle en physique: savoir
si le fameux boson de Higgs existait ou non.

@ En utilisant le Modéle standard de la physique des particules, on peut calculer
que le nombre moyen de diphotons produits s'il n'y avait pas de boson de
Higgs serait au plus b.

@ De facon similaire, si le boson de Higgs existait, ce nombre moyen dépasserait
nettement b.

@ Par des moyens de characterisation on sait que les événements correspondant
a I'observation de diphotons suivent une distribution de Poisson avec une
certain moyenne, disons .

Ainsi, I'hypothese nulle (qui correspond a I'état de la nature si le boson de Higgs
n'existait pas) est
HO M S b)

et I'hypothése alternative concurrente (qui décrit I'état de la nature si le boson de
Higgs existait) est
H1 U > b

O
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o Considérons une situation ol nous voulons vérifier si une piece de monnaie
est équilibrée ou biaisée.

@ Nous pouvons lancer la piece n fois et enregistrer le résultat de chaque lancé.

@ Nous souhaitons alors utiliser ces résultats afin de décider si la probabilité
d’obtenir face est égale a 1/2 ou différente de 1/2.

@ Nous ne somme pas vraiment interessés a savoir la valeur exacte: au lieu de
concentrer nos efforts a déterminer la valeur précise, on veut utiliser
I'échantillon de maniere efficace pour décider si la piece est équilibrée ou
biaisée.

@ Nous pourrions formaliser ce probleme en disant que

Xi,...,Xn e Bernoulli(p) et que nous voulons décider entre |'hypotheése
Hy: p € {1} et I'hypothese H; : p € (0,1) \ {3}

O

v
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Le Cadre

Afin de rendre les choses plus concreétes:
Q Soient deux ensembles ©g et ©1, avec O N O; = 0. Il y a deux hypothéses
scientifiques concurrentes pour un méme phénomene :

@ |'hypothése nulle Hy qui dit que 6 € Oy,
Hp : 0 € O,

@ |'hypothése alternative qui postule plutét que 6 € O,
H, :0 € 0©,.

© Dans de nombreuses situations pratiques, les hypothéses prennent |'une des
formes suivantes, pour un 8y donné :

HO:GZHO - HO:HSHO - HO:HZGO
H1397£90 H;: 6 > 6 H, :0 <6y
—_—

“bilatéral” “unilatéral”

© Nous voulons utiliser I'échantillon X3, .., X, que nous avons a disposition afin
de décider a quel ensemble il appartient.
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Fonctions de test

Opérationnellement, nous utiliserons I'échantillon pour choisir entre les deux
hypothéses — un choix binaire.

On aura donc :
Fonction de test

Une fonction de test § est une application mesurable 6 : X™ — {0, 1}.

On obtient 0 ou 1 selon que I'échantillon satisfait ou non une certaine condition :

5(X X,) = 1, si T(Xi,...,X) € C,
et T0, s T(X, ..., Xa) € C

ou
o T est une statistique appelée statistique de test, et

@ C est un sous-ensemble de I'image de T', appelé région critique.

De fagon plus compacte :
0(X1,..., Xn) ={T(X1,...,X,) € C}
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Niveau de signification

Dans la plupart des problémes scientifiques, il existe une asymétrie naturelle :
@ Hj représente le statu quo, et H; la “nouvelle théorie”.

@ Par exemple, Hy affirme qu'un “nouveau médicament n'a aucun effet”, qu’“il
n'existe pas de nouvelle particule fondamentale”, ou “la piece est équilibrée”.

L'accent est donc mis sur le contrdle du risque de fausse découverte :

fausse découverte = erreur de type | = rejeter Hy alors que Hy est vraie.
Le risque de fausse découverte fait référence a la probabilité de rejeter a tort Hj.

Niveau de signification et tests respectant un niveau

Le niveau de signification o € (0, 1) est la probabilité maximale d’erreur de type |
que I'on est prét a tolérer. Une fonction de test ¢ respecte le niveau « si

VQOEG)O, Pgo[é(Xl,...,Xn):l] <a.

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 271 /300



Tests de signification via intervalles de confiance

Alors comment construire un test ? (= choisir statistique + région critique)

Considérons d'abord le cas bilatéral : { Ho : 6 = 6o }

Hy : 0 #6,

@ Supposons disposer d'un IC 1 —«, I = [L, U].

@ Un tel intervalle couvre le vrai parametre avec probabilité 1 — a.

@ [juger avec confiance 1 — a si fp est plausible] < [vérifier si 8y € I]

@ Plus précisément, si I'on rejette Hy dés que I # g, i.e. § = 1{I # by}, alors :

Pgo[éz ].]ZPQO[Iyeo]:].—HDgO[IBeo] :1—(1—(1):(1.

Dans les cas unilatéraux, on applique la méme logique : vérifier si la valeur
frontiere 6y appartient a l'intervalle unilatéral I.

(ou, de fagon équivalente, si I'ensemble nul ®q intersecte I ou non)
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) . d
Rappelons qu'un estimateur qui satisfait ~ N(0, 1) nous donne,

Og
— un intervalle de confiance bilatéral ~ 1 — o de bornes

0+ zlfgﬁg,
— et un intervalle unilatéral =~ 1 — a de borne (gauche/droite)
0 —2z_q05, ou 0+ 2,05

Les tests bilatéraux/unilatéraux correspondents, appelés tests de Wald, sont :
o {H0:9:€0} g 5:1{I¥90}:1{|é;7:0‘ >Zl_%}
o {Hy:8<6o}:6=1{(—00,00] N [L,+00) = 0} = 1 {% > zl,a}

o {Hy:6>80}:6=1{(—00, U]N 8o, +00) = 0} = 1{904 > zl_a}

94

ou nous avons effectivement renversé les étapes de la construction de I'lC.

En bref, |a statistique de test est la distance standardisée (signée ou en valeur
absolue) entre |'estimateur et “la frontiere du nul”, et la région critique est de la
forme (g, +00) pour un quantile approprié g.
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Parfois la variance de I'estimateur est implicitement specifiée dans le cas bilatéral
(par Hp), et donc il n'est pas strictement nécessaire de I'estimer :

Soient X1,...,X, = Exp(A). L'EMV et I'information de Fisher sont

A=1/X% & I()\)=n/)\

et on peut vérifier la régularité. Alors dans ce cas

by A= o
= ﬁ’ 6_5\ ~ N(O, 1).

Q
o

Ceci donne le test

S=1{57 > amer)

pour {Hp : A = Xg vs H; : A # Ag}. Mais sous Hy, on peut aussi aussi prendre
6= 1{‘;;7\)\/%' > Zl_a/g} o

ofa 0 o 0
en utilisant a; ) Xo/+/n sous Hy. Les deux versions sont presque equivalents
pour n grand. Les deux formes peuvent étre utilisées, mais la convention dans un

test de Wald est d'utiliser .
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Puissance

Qu’en est-il de I'autre type d'erreur ?
@ Erreur de type | = faux positif = fausse découverte
@ Erreur de type |l = faux négatif = manquer une véritable découverte

On préfere généralement parler de la puissance g € (0,1) d'un test plutét que du
risque de manquer une découverte :

B =1 — P{erreur de type IlI}.

On peut voir la puissance comme un indicateur de la sensibilité du test a détecter
H; (analogie : un détecteur de fumée plus sensible capte plus vite une anomalie).

Qu'influence la puissance d'un test ? Regardons la perspective via les intervalles :
@ On rejette lorsque I & 6;.
@ Heuristiquement, plus I'intervalle est serré, plus il est probable que I & 6,
@ (donc plus faibles sont les écarts a 8y que I'on peut espérer détecter.)

La puissance d'un test dépend directement de la longueur de I'intervalle de
confiance associé : plus l'intervalle est serré, meilleure est la capacité du test a
détecter des écarts a Hp.

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 275 /300



Puissance et longueur de |'intervalle de confiance

On considére le test bilatéral au niveau o :

606
[F=bol
04

H0:9:00, 6=1

On suppose que la valeur vraie est
91 = 90_6’
ol |e| est appelé la “taille d'effet”.

Alors, sous 6 :

(6 —61) — €]

9

B
Py, {rejeter Ho} = Py, |&7O| >z =P
6

1 > Zl_%

Mais quand 64 est la vraie valeur du paramétre, notre estimateur vérifie

6—6, a
L 2 N(0,1).
J5

——
=Z
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La puissance du test vaut donc approximativement

lle-i )

z - <

04

I
—
|
~
>
—
S >
|
N
T
R
AN
N
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L)
+
N
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R
H,_/

I Q
HH =
N |
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| P
N Q
= (s %)
nlR +
N—— N
o
+ |
|R
T N——
| |
| m o o
7 N N
Slo o
+ |
[N [N
T T
nlR M)
~—
— )

L'intervalle de confiance bilatéral correspondant est :
I=[6-2_365 8+2 35,

Sa longueur vaut :

65, dou 65 =|I/(2z s).

=3
2

Alors la puissance peut étre exprimée comme

s (-2) ol (300).
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[llustration de la forme de la courbe de puissance en fonction de la longueur |I|

ou, de maniére équivalente, en fonction de I'inverse de la longueur 1/|I]
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Rappelons que lorsque @ est le maximum de vraisemblance, et sous des conditions
de régularité,

I'écart-type 64 (qui est o |I|) décroit comme ﬁ

Donc, pour une taille d'effet donnée e (par exemple € = 1), on peut tracer un
diagramme de phase montrant comment la puissance dépend de n et de « :

0.05

N
N

0.8

15 0.6

n
Power

0.2

9
8
7
6
5
4
3
St
1

Victor Panaretos (EPFL) MATH-233 279 /300



Un mot sur I'adéquation de |'ajustement
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Tests d'adéquation

Peut-on tester I'hypothése que notre choix de modéle est adéquat ?
@ Supposons que nous utilisions un modele F' (avec densité f).
@ Ayant des données X3, ..., X, et construisons un histogramme a K classes.
o Comment tester si la “courbe s’ajuste a |'histogramme” ?

(ou si la surface d'une densité conjointe s'ajuste a un histogramme planaire)

De tels tests sont appelés tests d'adéquation.
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Le test x? de Pearson

Dans I'une des premiéres contributions au domaine, Pearson a proposé d'utiliser

T Y20 N O
Pearson Z (O) ) ou f

1=1
Cela ressemble 3 une “distance L? normalisée” entre histogramme et densité.

, R jid -
Sous I'hypothese nulle {Hp : X; < £}, on compare la valeur de la statistique au
quantile 1 — o d'une loi X3, ob :

Q@ d = K — 1siladensité f est entierement spécifiée (connue) ;
@ d= K —1— g sinous avons dii estimer g parametres de f.
Ce test est encore tres utilisé aujourd’hui.
Expliquons (1) a I'aide de la théorie de la vraisemblance.
(la justification de (2) nécessite la théorie des rapports de vraisemblance.)
Exercice: Peut-on tester |'indépendance entre deux variables aléatoires de cette maniére?
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Modele multinomial et paramétrisation

On observe une repartition dans les classes de I'histogramme :
K
N = (Ny,...,Ng) ~ Multinomial(n;pl,...,pK), pi >0, Zpi =1
Le parameétre a K — 1 degrés de liberté. On utilise la parametrisation réduite
6= (011' .- ;0K71) € (01 1)K_1 avec pl(e) = 01‘, 1 < K1 et pK(H) =1- Z 0i~
On peut directement vérifier que I'EMV est donné par :
6, ==, i=1,.,K—1.

On peut maintenent formuler notre objectif comme tester

Ho : 9:90
Hy : 6#6°

ueo—fc du—p() =1,..,K —1.

I3
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Information de Fisher du multinomial

Pour I'échantillon (N, ..., Ng), la log-vraisemblance est

K—1
£6) = > Nilogh; + Nk log px(6).

=1

La derivée partielle par composante ¢ (2 =1,..., K — 1) vaut :

96) N Nk
06,  6; px(8)

Alors :

9206)] _ (1 1 1 \
_E"[aeam] —n{dlag(el,...,eKl)—FpK(e) 11 }—nl(e),

o 17 =(1,...,1) € RE~1 On peut vérifier que I(8) est inversible pour
6 € (0,1)%-1, d'inverse :

1(6) ! = {diag(f1,...,6x-1) — 68" }.
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CLT pour le MLE du multinomial

Alors sous Hp : 6 = (9,

VR (6-6©) & Nk (0, 1(0@)) "L /129 (6 - 8©)) 4 Nk (0, 1d).

=T,

On peut donc utiliser soit | T} | comme statistique du test, soit W, = T2 :
Wy =n(0—6O)T10@)6—-69)% 2 | sous H.

Si I'on pose A; = éi — 62(.0) = % — pEO), 1 < K, on peut développer W, :

K-1 A2 n K—-1 2
_ i . _
W,=n ; F + px(mo))(z Az) = Tpearson-

comme px (6(9) = pg) et Zf{:_ll A; = pﬁ?) — Ng/n,.
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Postface sur |'Efficacité
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Postface sur I'Efficacité

Dans les trois problemes statistiques que nous avons étudiés, la variance d'un
estimateur (quasi) non biaisé a joué un role essentiel:

@ elle détermine la précision de |'estimateur,
@ elle fixe la longueur d'un intervalle de confiance,

@ elle influence la puissance d'un test.

D'ou des questions naturelles:

@ Peut-on faire mieux, et utiliser les données de maniére plus “efficace”?
(obtenir davantage de précision avec la méme quantité d'informations)?

@ Existe-t-il une borne inférieure pour la variance d'un estimateur non biaisé?

@ Peut-on I'atteindre?
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Théoreme (Cramér-Rao)

Soit § un estimateur non-biasé (c'est a dire Eq [é] = 0) de variance finie.
Supposons que le modele est identifiable et la vraisemblance est suffisamment
réguliere pour permettre la double dérivation sous le signe intégral. Alors,

varg(6) >

nl(6)’

ou I() =E[-8Flog f(X1;6)] = E [(agf(Xl; 0))2] est I'information de Fisher.

Rappelons que sous un peu plus de régularité, I'EMV vérifie
Vn(b, —6) 4N( 0 N — 6, <N (6 1 our n grand

Cela explique pourquoi nous avons mis autant I'accent sur I'inférence fondée sur la
vraisemblance.
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Preuve.

Rappelons que £(8) = Y" log f(X;;0) = >_1_; £i(6) et les identités de Bartlett,

Eq[¢'(6)] = O, varg (£ Z varg (£ nl(6).

Par dérivation sous le signe intégral et 8yf = f Og log f,
Covy (6,2'(8)) = Eq[8'(8)] — Es[B]Eq[€'(8)] = Eq [6£/(6)] =0eEe[f] = 046 = 1.
———’
=0
Par I'inégalité de corrélation (le fait que |corr| < 1),

Covy(8,£'(6))% < Varg(6) Vary(£'(6)).
N—— N——_————
=il nl(6)
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Matériel bonus (non examinable)
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Histogramme et IMSE

On considére un histogramme a classes régulieres (C;);cz de largeur h > 0.
N . . iid .

A partir de données Xi,..., X, ~ f, on définit

he)=Yhial), k=21 M=) 1{XeC)
% k=1

On s'intéresse a I'erreur quadratique intégré (IMSE) :
[ I - 718] =E| [ (o) - () s

Objectif : comprendre le réle de h et le taux de convergence.
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Décomposition biais/variance
Comme f;, est constante sur chaque classe C;,

/fh— Z/ 2 dz.

On introduit la “valeur moyenne de f" sur la classe :
1 -
— & [ fydu, ER)= s
Ci

En écrivant f; — = (fi — fi) + (fi — f), on obtient, pour chaque ¢,

/ M- 57+ [ (-1

le terme croisé s'annulant exactement. Prenant I'espérance et en sommant sur 7 :

Blf-sl3=  Savah) Y[ G-

—_———
fluctuations statistiques  biais d'approximation

On traite séparément les deux termes.
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Terme de variance : loi binomial

Pour chaque classe C;,

N; ~ Binomial(n, p;), pi = / f(u) du.
c

On a alors

- i(1—p;
Var(f;) = p(niiﬂp)

ZhVarfz = thz pz < 721’1—

Donc

Le terme de variance est d'ordre (nh)?
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Terme de biais : approximation locale

Supposons que la densité f soit Lipschitz (par exemple C! de dérivée bornée):
[f(z) = f(y)| < Lz — yl.
Alors, pour z € Cj,

F(2) — £ < /|f (u)) du < Lh.

Il en résulte
/(fz_f)z < Chz/f(:B)d:E:Cthi,
Cz Ct

pour une constante universelle C'.
Z / < Ch2

Le biais intégré est d'ordre h2.

En sommant sur 7 :
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Taux IMSE et choix optimal de h
On a donc la borne globale
- 1
Ellfs — flI2 < — ChZ.
- fIB < — +
Sous les conditions asymptotiques usuelles :
h — 0, nh — oo,

les deux termes tendent vers 0. Interprétation :
@ [h — 0] On estime une fonction non constante par une moyenne locale ; il
faut donc moyenner sur des régions de plus en plus petites.
@ [nh — oo] Pour que le procédé de moyennage fonctionne, il faut disposer
d'un nombre de plus en plus grand d'observations par classe
En équilibrant biais et variance :

hzx% = hxn"l3

On obtient alors le taux

Ellf = fl5 = O(n™?/%) |
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Commentaires et interprétation

o Le taux n=2/3 reflete un compromis :
o classes fines = bon biais mais peu d’'observations ;

e classes larges = faible variance mais mauvaise localisation.

o Ce cadre sert de prototype pour des estimateurs plus lisses (noyaux,
projections,...) qui peuvent atteindre un taux de n

. S ; T \ 25
o Si f est C* de s-dérivée bornée, on peut améliorer le taux a n~ 241

Victor Panaretos (EPFL)
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Histogramme en dimension d

On observe Xi, ..., X, & f sur RY.
On partitionne R? en classes hypercubiques (C;);cz+ de coté h :
Vol(C;) = h4.

On définit I'histogramme d-dimensionnel

. . . N; n
hle)=3 Fla(®), fi=_—5 Ni=) H{XeeCl.

iezd k=1

Notons

1 ~
pz‘:/qf(u)du, fi:hd/af(u)du:E[ﬁ]'

Méme idée : moyenne locale, mais la “taille” d’une classe est désormais he.
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Comme en dimension 1,

Ellf— fI2 = S At Var(F) + 3 /O (: — £(2))* de.

Variance. N; ~ Binomial(n, p;) donc

pi(1—pi)
nh2d

1

Var(ﬁ-): = Zhd\/ar f) -

Biais (approximation). Si f est Lipschitz sur R (pour la norme euclidienne), alors
sur un cube de cbté h on a typiquement |f(z) — fi| < h, donc

Z/ O(h?).

Ainsi,

1

Ellf — fll3 S h*+ hi
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Choix de h et “malédiction de la dimension”

En équilibrant
RPx — — hxn /@42

On obtient le taux IMSE

E|lfy - £113 = O (n=2/*2).

Interprétation (malédiction de la dimension).

@ Le nombre de classes nécessaires pour une résolution h est de |'ordre de h~¢
(croit exponentiellement en d).

@ La condition “assez d'observations par classe” devient
d
nh* — oo,
beaucoup plus exigeante lorsque d grand.
@ Pour viser une précision ¢ (IMSE = ¢), le taux donne typiquement
—(d+2)/2
n ~ e (472)/2)

donc un coiit en taille d'échantillon qui explose avec d.
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Réflexions finales sur les probabilités et la statistique

Un langage cohérent pour I'incertitude: modéliser, quantifier, et inférer.

Fondations. A partir des ensembles et des o-algebres, les axiomes de Kolmogorov
définissent un cadre mathématique rigoureux pour la probabilité, les variables
aléatoires et leurs lois (fonctions de répartition).

Modeles. Les lois de probabilité sont des hypothéses structurées sur les données.
Les moments, I'entropie et les familles exponentielles traduisent des contraintes
physiques en modéles probabilistes.

Limites et fluctuations. La loi des grands nombres et le théoreme central limite
montrent que de propriétés “lisses et symétriques” convergent avec des fluctuations
d'ordre /n universelles gaussiennes a grande échelle.

Inférence statistique. A partir des données, on estime (EMV), on quantifie
I'incertitude (intervalles de confiance) et on teste des hypothéses (tests de
vraisemblance, x?), avec des limites fondamentales (Cramér—Rao).

Choix du modele. Lorsque I'on dispose d'une théorie physique solide, un modéle
paramétrique est naturel : peu de paramétres, interprétables, et une inférence
statistique efficace. A I'inverse, lorsque la structure du phénomeéne est incertaine,
les méthodes non paramétriques permettent d'apprendre une partie de la forme du
modele elle-méme a partir des données, au prix d'un compromis biais—variance

Ttoute inférence implique un arbitrage raisonné entre théorie, modélisation, et données

disponibles.
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