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Exercice 1. Soit X une variable aléatoire discréte intégrable avec support S. On suppose également que X2
est intégrable. Montrez que ¢ = E(X) minimise I'expression g(c) := >, . s(z — ¢)?’P(X = z).

De plus, montrez & partir de la définition de I’espérance que la valeur de g(E(X)) peut s’écrire E((X —E(X))?).
Ceci est appelé la variance de X.

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire définie sur (Q, F,P), et (X,,)n>1 les discrétisations

Xo =27"2"X] =) k2 " Lxepa-n,(kr1)2-m)-
kez

— Démontrez que pour tout w € Q, on a X, (w) < X(w) < X, (w) + 27" et donc que la suite (X, (w))n>1
converge vers X (w).

— Ensuite, considérez une variable aléatoire discréte intégrable X avec support S. Montrez que E(X) =
lim,, o E(X,,), ou 'espérance des deux cotés est celle définie pour les variables discrétes, c’est-a-dire

E(X) =) 2P(X =uz).

zeS

— Démontrez que pour tout z € R, on a Fx, (z) — Fx(z) lorsque n — oc.

Exercice 3. Soient X1, Xo,... des variables aléatoires intégrables et positives telles que pour un certain C' > 0,
on a EX; < C pour tout ¢ > 1. Montrez que pour tout € > 0, la probabilité que Zfil X; < N'*t¢ converge
vers 1 lorsque N — 4o00. Que se passe-t-il si on garde I’hypothése que X; est intégrable, mais qu’on abandonne
I’hypothése EX; < C pour tout ¢ > 17

Exercice 4. [Une formule utile] Soit X une variable aléatoire & valeurs entiéres positives. Montrez que X est
intégrable si et seulement si ) .., P(X > i) est finie, et que dans ce cas, E(X) =) ".o P(X > ).

Exercice 5. Soit X une variable aléatoire intégrable telle que X? soit aussi intégrable. Montrez que pour tout
t>0,o0na
E [(X —EX )2]
t2 '
Trouvez une variable aléatoire (non triviale) X et un ¢ tels que I’égalité soit atteinte.

POX -E(X)| > 1) <

Exercice 6. En vous ramenant a ’exercice 6 de la série 9, montrez que si X et Y sont deux variables aléatoires
intégrables et indépendantes (mais pas forcément discrétes), alors XY est intégrable et E(XY) = E(X)E(Y).
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Exercice 7. [Variable aléatoire continue sans densité] Soit (X,,),>1 une famille de v.a. i.i.d. de loi Bernoulli(1/2)
sur un espace de probabilité (Q, F,P) quelconque et considérons

+oo
2X, (w)
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Montrer que X est une variable aléatoire continue, mais n’admettant pas de densité.
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