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Proposition :"Etre normal" est une propriete topologique.
-

Sources d'espaces normaux : Sort IX
,
5) un espace topologique.

i) Si (X ,
5) est regulier et admet une base

ze.g .,
si X
dinombrable

dinombrable
, alors (X , 5) est normal.

ii) Si /X ,
5) est metrisable

,
alors it est normal.

iii) Si (X , 5) est compact et de Hausdorff,alors it
est normal ,

⑳Metricable

Compacts

Normany
Compacts

Hausdorf



(k) Le hemme d'Urysohn et ses consequences

La normalit d'un espace a des implications importantes
pour de applications continues don't cet espace est
Le domaine .

Le Lemme d'Urysohn Si (X
,
5) est un espace topologique

normal
,
alors FA ,

BEX fermes disjoints et FacbER,
I application continue f : (X , 5) -> (tabs , (5)zacbs

+q f(x) = a Fx A ,
f(x) =bfxtB .

Ex : (X 1 5) = ( , Ja) A = [an
, de] , B

= [Br , Ba] ou x2Br
-

a= 1
,
b= 2

2 -

1 -

#>
A B

Plus difficul si X= R
,

A
,
B boules fermes---

Esquisse de preuve : Sans perte de generalite, a=0 et b =1

Choisir une bijection q : IN ->
&150

,
13 : n rs qn

telle que go = 1 et q1
= 0.

Affirmation D : 7 SUnIne][5 +q AsUnEX-B

Atetgi9j =>i <ej . 1)



Ide : Par recurrence surn . Poser 2 = X-B
.

~

Caracterisation de la normalit => FAU1[FENo·

Etant donne [to , Un, -- , Un] verificant (A) ,soit

92 =max(gi1 gi < Any ,
1in]

qe = nur qi 197 Any ,
kin]

1) = Ep =Ne ,
d'ni par la caracterisation

de la normante. 7 Ep =Unti = So·

manuapplicator
to definita

Verifi
I i XEB

f (X) = 0 FX A et est continue p . r. a Jet (altans :

Fi · AU
,
-> inflqi(xhil =0 FXeA.

· Observer que xetti
= f(x) [qu et que

XEX-9i = f(x)29.

·Inuiten, eX : si odSafixot1 :

5 qu , 9j +q Sagi < f(x) <gjst ,
do

Xoljti et f(uj )= [qu ,9g] [JS ,tE



· La continuite en Xo EX fixol Go , 13 se
demontre de manieve semblable.

⑭I l

⑭
#

Consequences importantes de ce lemme
--

Theorime de metrisation d'Urysohn : Tout espace regulier

qui admet une base dinombrable est metrisable.

Rmg : Ce thre est un inverse partie a limplication

metrisable => normal.

Esquisse de preuve : Sort (X ,5) regulier , avec une base
dinombrable B = [Bn IneN].

Strategie : Trouver une application continue et injective
f : /X, 5) -> (RN ,

*NINJA)
don't la corestrictiona l'image est ouverte.



Def : · Lemme drysohnketq=Be
= fle : (X

, 5) - 150 , 13, Eaton) ty

fre (BR) = 513 et Fee (X1Be) = 503.

· Fxelley
,
5 BeeB ty XEBER.

Par la caracterisation de la regulate ,
7 Beata

* EBRBR .Be fl ,
doi Fre(x) = 1

et fee(X :Bel = 203.

· f : X -> He : X + (fre(x)]be
- continue car chaque composante continue
- injective car X=X = 5 XeBe , XeBe , BelBe

=%.

donc -K to Fre( = 1 , fre (x =0 .

- ouverte lorsque corstreinte a f(x) car Exele],
7 (k

,
1) EINXIN to fre(x) > 0 dri :

f(x) -> Presi (30, 25) ef(x) = f(u)· #
theorime d'extension de fietze : Si /X ,

51 est normal
, alors

FAEX ferme
,
Facbe

,
Ef : (A ,Sal -> (ta ,

b]
, Bat) cabs),

continue, 5 : (
,
3) - (tab) , (5st) tabs) continue

+q Fla = f.



(A
,
YA)f > (tab) , (5z(tabs)

---
(X ,5)


