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1 Les espaces métrqiues

1.1 Notations et rappels

Notation Si X est un ensemble, alors #X est sa cardinalité.

1.1.1 Rappels d’analyse

e Métriques sur R” Notation : v = (vy,...,v,) € R?

1
2

. {R” x R" - R
) (v, w) [Z?Il(vi - wi)z]

Propriétés importantes
e Inégalité triangulaire : Vu, v, w € R™, deye (v, w) < deye(v, 1) + deye(u, w)
e Positivité : deye(v,w) =0 <= v=w
o Symétrie deye(v, w) = deye(w,v), Vo, w € R™

1.1.2 Rappels d’algebre linéaire

e produit scalaire euclidien sur R"

R™ xR® - R

< T T Zeudt {(v,w) Y W,

e norme euclidienne sur R"

R"” - R
— . 1
|| ||€uc . v (Z:il 1}?)5

Remarque 1.1. ||v — w]|ewe = deuc (v, w)

1.2 Continuité d’applications f : R" — R"
On formule cette notion en termes de deq.

Definition 1.2 (Continuité d’applications). Soit f : R™ — R™ une application, soit v € R".
Alors, f est continue en v si

Ve > 0,36 > 0 t.q. dewe(v,w) <6 = dewe(f(v), f(w)) < €.

On dit simplement que f est continue si elle est continue en v Vv € R™.

Definition 1.3 (Boules ouvertes). Soient v € R™,r > 0. La boule ouverte euclidienne autour de v et de
rayon r est

Beuc(’l)ﬂ’) = {U} € Rn|deuc(vvw) < T} g R™.



Proposition 1.4 (Caractérisation de la continuité). Soit f : R™ — R™. Alonﬂ

f est continue <= Yw € R™,¥r > 0,Yv € [~ (Beue(w,7)),35 > 0 t.q. Beue(v,5) C [~ (Beue(w,)).
Preuve. <= Soit v € R", soit € > 0.

Observons que :
deue(f(v), f(w)) < e <= f(w) € Beuc(f(v),€)
deye(V,w) < § <= W € Beye(9)

Donc on veut trouver > 0 t.q.
W € Beye(v,0) = f(w) € Beue(f(v),€)).

Or
f(w) € Beue(f(v),€) &= we f_l(BeuC<f<v)a €))

Donc on veut montrer que
36 > 0t.q. w € Bewe(v,0) = w € fH(Beue(f(v),¢))
Par hypothese :

Vu € fH(Bewe(f(v),€)),35 > 0 t.q. Bewe(, ) C f7H(Beue(f(v)),€)

Donc en particulier pour u = v,

35 >0, t.q. Bewe(v,6) € f7H(Beue(f(v),€)).

= Soient w € R™,r > 0 et v € f~ (Beue(w,r)). Par définition de la pré-image, dey.(w, f(v)) < 7.
Poser € = r — deye(w, f(v)) > 0.
Par hypothese (donc par continuité de f),

36 > 0 t.q. U € Beye(v,0) = f(u) € Beue(f(v),€)
On veut alors montrer u € f~1(Beyu.(w,7)), car on pourra ensuite conclure que
Beue(v,0) € [~ (Beue(w, 7).

Or
u € f(Bewe(w,r)) <= f(u) € Beye(w,r).

Par I'inégalité triangulaire

deuc(wv f(u)) S deuc(w’ f(’U)) + deuc(f(’l)), f(u))

< deye(w, f(v))+e=r,

par notre choix de €
Donc u € f~Y(Beye(w,r)). a

1Rappel sur la pré-image : Sig: X — Y une application et W C Y, alors g~ (W) = {x € X|g(z) € W} C X est la pré-image
de W




1.3 Propriétés élémentaires et exemples d’espaces métriques

Definition 1.5 (Métrique). E|Soit X un ensemble. Une métrique sur X est une application d : X x X — R
qui vérifie les conditions suivantes

M1 d(z,2') =0 <= z =2/,Vz,2’ € X (positivité)

M2 d(z,z') = d(z',x),Vz,2’ € X (symétrie)

M3 d(z,2’') < d(xz,2”) +d(z",2"), Ve, 2’2" € X (# A)
Le couple (X, d) est appelé un espace métrique.
Lemme 1.6 (Positivité d’une distance). Soit (X,d), un espace métrique. Alors

d(z,2') >0, Vx,2' €X.
Preuve. Vx,2' € X, on a
0 =" d(z,2) <M d(z,2') + d(z’, z) =M 2d(z, z")

d’ont d(x,2') >0 O

Terminologie Un espace métrique (X, d) est dit borné si :
AN >0 t.q. d(z,2') <N Va2’ € X

Exemple 1.7. 1. Soit V' un R-espace vectoriel, muni d’un produit scalaire < —,— >: V x V — R.
Alors il existe une métrique sur V' définie par

d JVxV =R
ST (0, w) < v —w, v —w >2

2. Soit G = (V, E) un graphd®l On peut définir une métrique sur le graphe comme suit.
On définit un chemin de v a w est une suite de sommets
(v, ey V), t.q. Vo = v, v, = w et {v;,v41} € E,Vi.
On pose alors

do VxV =R
¢\ (v,w) — dg(v,w) = inf{n|3 chemin (vy, ...,v,) de v & w}

3. Soit A un ensemble, un alphabet. Soit n > 0, un nombre naturel.
On pose W, (A) = {a1as...a3]a; € A} 'ensemble des mots de longueur n dans l'alphabet A.

La métrique de Hamming sur W, (A) est définie comme

L (W A) X W (4) 5 R
T Ua, 0) = #{ila; # bi}
2Rappel : Si X,Y sont des ensembles, alors leur produit cartésien est : X x Y = {(z,y)|z € X,y € Y}

3C’est-a-dire que V est un ensemble dont les éléments sont appelés les sommets de G et E est un ensemble de parties de
cardinalité 2 de V/, appelés des arétes (c’est-a-dire E C V x V).




4. Soit (X, d), un espace métrique et soit W, un ensemble.
On pose :
FW,X)={f:W — X | f application}

La distance uniforme sur F (W, X) induite par d est

. .{}'(W,X)x}'(W,X)_)R
unif - (f,g9) — SUP, ew d(f(w), g(w))

Remarque 1.8. Si A est fini, alors W,,(A) est fini également. De la méme maniere, si X, W sont tous 2 finis,
alors F(W, X) est aussi fini.
En supposant que W soit infini, alors, on pourrait supposer (X, d) borné pour éviter que le sup ne tende vers
Iinfini
Si (X,d) est un espace métrique et X est fini, on peut écrire X = {z1,...,x,} et associer & d une matrice
M (d) de taille n x n ol

M(d)ij = d(zi,x;), M(d) € Matnx,(R)
qui est, symétrique (M2) et de diagonale nulle (M 1)
Remarque 1.9. Certains exemples (ici le 3 et le 4) illustrent qu'une métrique mesure ”similitude” ou ”ressem-

blance”

1.4 Construction d’espaces métriques
1.4.1 Sous-espaces métriques

Soit (X, d), un espace métrique et soit ¥ C X.
Puisque Y x Y C X x X, on peut considérer

dlyXyZYXY—)R

Il s’agit bien d’une métrique sur Y, car les axiomes (M1) — (M3) sont vérifiées Vx € X, ils le sont en
particulier Vo € Y.
On dit alors que (Y, d|yxy) est un sous-espace métrique de (X, d).

Exemple 1.10. On peut construire les sous-espaces métriques suivants
e X =R?% d=dey., Y =S = {(z,y)|2? + y* = 1}, alors deyc|s1 x5t Teste une métrique.
e X =W, (A), A =alphabet latin, Y = {ay, ..., a,, € W, (A)|a;...a,vrais mots anglais}

1.4.2 Produits d’espaces métriques

Soient (X1,dy), ..., (Xn,d,) des espaces métriques.
Comment définir une métrique sur X; X ... x X,, a partir de dq,...d,
Remarquons que nous avons 1’équivalence
(X1 X oo x X)) x (X1 x oo x X)) 2 R (X7 x X7) x (X2 x Xg) X oo X (X, x X)) = R

On peut alors créer 'application

[NIE

(Z di($i7$§)2>

qui est une métrique bien définie



1.5 Applications entre espaces métriques

But : Pouvoir comparer les espaces métriques et & quel point ils se ressemblent ? En quoi différent-ils ?

Du plus restrictif au plus général : Soient (X,dy), (Y,dy) des espaces métriques et f : X — Y, une
application

Definition 1.11 (Tout préserver). f préserve les distances si dy(z,2’) = dy(f(z), f(x’))ﬂ
Si f préserve les distances et est surjective (donc bijective), alors f est une isométrie

Exemple 1.12. A = {a,b}, W5(A) = {aa,ab,ba,bb} + dyy admet une isométrie avec le graphe définit par
G=(V,E)=({1,2,3,4},{{1,2},{2,3},{3,4},{4,1}}) munie de lapplication distance chemins.
On commence par remarquer que

#Wa(A) =4 =#V

Décrivons alors la matrice de 'application distance sur Ws

01 1 2
de — 1 0 2 1
H=11 2 0 1
2 1 1 0
Puis ’application distance sur dcpemin
01 1 2
d S _ |1 0 21
chemin — 1 2 0 1
21 1 0
Il est alors assez facile de définir une isométrie
aa — 1
f ab > 2
")bar— 3
bb— 4

Definition 1.13 (Changement d’échelle). Soit K € R, K > 0, f est K—Lipschitz si d,(f(x), f(z')) <
K -d(z,2'),Ve,2' € X

Exemple 1.14. Soit (X, d), un espace métrique. Soit W, un ensemble fini. Soit wy € W. Définit

. '{]-'(W,X) — X
o f e fwo)

Alors, ev,,, est une application 1—Lipschitz par rapport & dyn;¢ sur F(W, X) et d sur X car

dz(f(wo), g(wo)) < sup dy(f(w), 9(w)) = dunis (f,9)

Definition 1.15 (Continuité (par rapport & une métrique)). L’application f : X — Y est continue (par
rapport a d, et dy) si
Ve > 0,Vz € X,30 > 0 t.q. dy(z,2') <d = dy(f(z), f(a")) <e

4Si f préserve les distances, alors, f est injective. Si f(z) = f(z') alors dy(f(x), f(z')) = 0, d’olt dg(z,2') = 0 et donc, par
(M1), z =a'




Comme dans le cas euclidien, on peut formuler cette définition a ’aide des boules ouvertes

Definition 1.16 (Les boules ouvertes). Soit (X, d), un espace métrique et soient © € X, r > 0
La boule ouverte de rayon r et centrée en z (par rapport a d) est

By(z,r) = {2'|d(z,2") < r}

Proposition 1.17 (Caractérisation de la continuité). Soient (X,d,) et (Y,d,), des espaces métriques. Une
application f: X =Y est continue (par rapport a d, et d,) ssi

Vy € Y,Vr >0,Vx € fﬁl(de(y,r)), ds >0 t.q. By, (z,s)C fﬁl(de(y,r))

Preuve. La preuve étant similaire a la preuve de |[L.4 Caractérisation de la continuité] elle est laissée en
exercice. O

Relations entre les différents types d’applications On peut établir le rapport suivant :

Isométries = Préserve les distances — Lipschitz — Continues



2 Axiomatique de la topologie

2.1 Notions fondamentales

Le but de ce chapitre est d’axiomatiser le cadre qui nous permet de parler continuité d’applications.

2.1.1 Topologies, bases, sous-bases

Notations : Soit X un ensemble. Alors P(z) = ’ensemble de toutes les parties de X = "power set of X7.

Definition 2.1. Soit X, un ensemble. Une topologie sur X est un sous-ensemble 7 de P(X) qui vérifie les
axiomes suivantes :

T1 0, X eT
T2 U, :i € I} C T, Use, Us € T(VI)
T3 V{Ui,...,Un}, Niey u; € T(Vn € N)
Le couple (X, T) est appelé espace topologique. Les éléments U de T sont des ouverts de (X, T)

Exemple 2.2 (Topologies admises pour tout ensemble X).
1. La topologie la plus petite (minimale) pour X est appelée topologie grossiere notée Ty, = {0, X'}
2. La topologie maximale sur X est appelée topologie discréte, notée Tg;sc = P(X)

3. La topologie du complément fini est notée
Teomp = {U € X : #(X\U) < oo} U {0}

(T1) est vérifiée trivialement
(T2) est vérifié comme suit : si {U; : i € I} C Teomp, alors

X\(JU) = NxX\U) <00 = [ € Teomp

iel iel iel
Finalement, (T3) est vérifié : si {U; : 1 < i <n} C Teomp alors

n n

xX\(v:) = |Jx\us

i=1 i=1

alors
n

#X\( ) = #(J x\U) < Z#(X —Ui) <o0

i=1 i=1
Alors ﬂ?:l Ui € Teomp €t Teomp €st bien une topologie.
Terminologie Soient T, 7", des topologies sur X. Si T C T, on dit que T est plus fine que T (ou que T
est plus petite que T7).

Cependant, en général pour 7,7 des topologies sur X, ona T € 7' et 7' € T et on dit alors qu’elles sont
incomparables.

Exemple 2.3 (Exemples d’espaces topologiques finis).



e Si X =), alors la seule topologie est T = {0}
o si X = {x}, alors T, = {0, {z}} = Taisc donc toute topologie sur {z} est de la forme {0, {z}}

o X = {z,y}, Tgr = {0.{z,y}} et Taise = P(X) = {0,{x,y},{x},{y}} mais on voit que I'on peut
également construire 2 topologies T, = {0, {z}, {z,y}} et T, = {0, {y}, {z,y}} qui sont incomparables.

Definition 2.4. Soit X un ensemble. Une base de topologie sur X est un sous-ensemble B de P(X) qui
vérifie les axiomes suivants

Bl X =ppB(+= Vzec X,ABcB:xc B)

B2 VBy, By € B,Yz € By N By,3Bs € Bt.qx € Bs C By N By
Remarque 2.5. Si T est une topologie, alors T est aussi une base de topologie.

Bl Par (T1): X € T donc Uy U =X

B2 Par (T3) : VU;,Uy € T on a Uz :=U; NUs € T alors pour tout « € U3 NUs on a bien x € Us
Lemme 2.6. Soit B une base de topologie sur un ensemble X. On pose

Ts={UeP(X):VxeU,IBeB tq x € BCU}
Alors, Tg est une topologie X appelée la topologie engendrée par 1B
Remarque 2.7 (Reformulation d’une topologie de base). On a en fait la reformulation
Ts={) B:ACB}
BeA

I’ensemble de toutes les réunions possibles d’éléments de la base B. Voyons que cette reformulation est
équivalente.

Soit U C X, alors
VoeU 3B, €Btq 2€B, CU « U= ] B,

zeU
car
B,CU = |JB.CU et w€B,VoeclU = UC ] B,
zeU zeU
Preuve.
T1 Par (B1), on a que X = Jzz B € T et, par la remarque, on pose ) = A C Balors Jgc 4 B =10

donc 0 € T

T2 Soit {U; :i € I} C Tp. On veut montrer que | J,;.; U; € Ts.
Soit @ € U;¢; Ui, alors, Jig € I tel que x € U;,. Comme U;, € Tp en utilisant la remarque ,
JA4;, C B tel que U, = UBeA,-,O B.
On peut alors poser

A:UAigB alors UUi:U U B = UBG’H;

i€l iel i€l BEA; BeA

10



T3 Soit {u; : 1 <i<n} C Tg, on veut montrer, par récurrence sur n, que
n
ﬂ U; €75
i=1
ou le cas n = 1 est trivialement résolu, on se concentre alors sur n = k. On cherche a montrer que

k+1 k k
m U, = (ﬂ U;))NUg41 € Tg  en supposant ﬂ U, €75
i=1

i=1 i=1
. k+1 s :
Soit « € ;~; Ui, par hypothése, on sait que

k
ﬂUieTB et Ugt1 €T

i=1

Alors,
k
3B1y,Boy € B t.q. x € Biy C ﬂ Ui et & € Bay C Upyq alors x € Biy N Bog
i=1
par Paxiome (B2), on a que
k+1
B3, € B t.q. © € B3y C Biy N Bay C ﬂ U,
i=1
et comme x est arbitraire, on a bien que
k+1 k+1 k+1
U :ﬂUzC U BSwgmUz - ﬂUz: UB3$€7—B
i=1 zeU o7 i=l i=1 z€U

O
Remarque 2.8. On peut constater, sans mal, les implications suivantes si B et B’ sont des bases de topologies.
e BCB = T Tn
e BCTg

e Si 7 est une topologie vue comme base de topologie, alors 77 = T, car toute réunion d’éléments de T
appartient & 7.

Exemple 2.9.
1. {X} est une base de Ty,

2. {{z} : x € X} est une base de Ty;sc

11



Lemme 2.10. Si (X, d) est un espace métrique, alors, By = {Ba(x,r) : x € X,r > 0} est une base de
topologie sur X

Remarque 2.11. Tg = Tp, est appelée la topologie engendrée par la mesure d
Preuve.
Bl Vr > 0,2 € By(z,r) et donc X = J ¢y Ba(z,7)
B2 Soient x1,x2 € X et ry, 79, alors, on pose x € B(x1,71) N B(xa,r2) et on voit que si on définit
0 <r <min{r —d(x1,z),72 — d(z2,2)}

onazx € B(x,r) C B(xy,r1) N B(x2,72)

O
Definition 2.12. Soit X, un ensemble, une sous-base de topologie sur X est un sous-ensemble S de P(z)
t.q.
S1 X =Uges S

Remarque 2.13. Toute base de topologie est une sous base de topologie car (S1)=(B1)
Lemme 2.14. Si S est une sous-base de topologie sur X, alors
Bs={S1n---NS,:85;,€8Vi<neN}
est une base de topologie
Preuve.
B1 Directement impliqué par (S1)

B2 On voit que V57,52 € S, on a bien que S3 = 51 NSy € S et donc on peut poser x € S3 C .57 N.S3 pour
satisfaire (B2).

O

Lemme 2.15 (Lemme de comparaison de base). Soit X, un ensemble, et soit B, B, 2 bases de topologie sur
X. Alors,

T C T < VBeBNre B,3B' € B tq xre B CB (1)
Preuve.
= On voit que B C Tg C T}, alors, par la remarque on a que
VBeB,3A CB t.q B= U B’
B/EA/

Alors,
Vexe B,dB ' c¢ A t.q x € B CB

12



<= Remarquons qu’en utilisant 'hypothése [T} on peut écrire
VBeB,IA CB tq. B= |J B
B'eA’

alors on sait que B € T/ par la remarque 2.7
Il est a présent facile de remarquer que

VU6’7}30naU:UBiavecBiEBalorsBieﬂg/ = U € Tp
il

et on conclu Tz C Tp/

Lemme 2.16 (Lemme de test de base). Soit (X,T), un espace topologique et soit C C T . Alors
C est une base de topologie et To =T < VYU € T,V € U,3C €C t.q x € CCU
Preuve.
7 =7 Par définition, on considére C comme base de topologie alors Te = 7.
7 <=7 Commengons par montrer que C est une base topologie.
B1 L’hypothese nous dit que
VU e T,3{CilieI}CCtq U=|]JC
iel
En particulier, par (T'1), on a que X € T et
HCiliery cCtag X =G
iel
B2 Voyons que VCy,Cs € C on a C1,Cy € T, alors, par (T3), C1 N Cs € T. Par hypothese,
Vee C1NCy,3C3€Ct.qo z € C3CC
alors C est bien une base de topologie.

Il reste & montrer que les 2 topologies sont bien égales.
La remarque [2.7] nous permet d’écrire

Te = {U C;: C; € C,Vi € I quelconque}
iel
et, comme C € T pour tout C € C, par (T2), on a bien que
Te = {U C;: C; € C,Vi € I quelconque} C T
iel

Et, on a déja montré que

VU eT,3{Cilie I} CCtq U=|JCi

il

alors on a bien 7 C 7¢ ce qui montre I’égalité

13



Lemme 2.17. Soit X, un ensemble, et soit S une sous-base de topologie sur X. Alors,

Bs={[)SilSi€S8,1<i<nneN}

i=1
est une base de topologie.
Preuve.
B1 Vérifié directement par (S1)
B2 On voit que
m n m n
B=(18,B=()S; = BnB =8N[S9 €Bs
i=1 j=1 i=1 j=1
O
Remarque 2.18. Toute topologie sur X est comprise dans une base de topologie sur X qui est elle-méme
comprise dans une sous-base de topologie de X.
2.1.2 Applications continues

L’objectif de ce chapitre est d’étudier des applications entre espaces topologiques qui ”préservent” leur struc-
ture essentielle, c-a-d les ouverts afin de comparer les espaces topologiques entre eux.

Definition 2.19 (Continuité). Soient (X,7T) et (X’,T’) des espaces topologiques. Une application f : X —
X' est continue par rapport aux topologies 7,7’ si f~1(U’) € T,YU' € T'. On écrit alors f : (X,T) —
(X', T") est continue.

Definition 2.20 (Continuité locale). Soit x € X. L’application f : X — X’ est continue en x par rapport
AT, T siVU € T' t.q. f(z) e U, I3U € T;2€UC f~YU)

Lemme 2.21. Sous les conditions de la définition :
[(X,T)—= (X, T') est continue <= f est continue en x,Vz € X

Preuve.

7 =" Solent x € X et U’ € T’ tels que f(z) € U'. Comme f : (X,7T) — (X', T') est continue, on a que
f~Y(U’) € T. On peut alors poser U = f~1(U’) et on a bien que z € U C f~H(U")

" &=" Soit U’ € T, et montrons que f~1(U’) € T. Commencons par voir que si f~*(U’) = (), alors clairement,
f~1(U") € T. Sinon, posons = € f~H(U").
On a alors f(z) € U’, et, par hypothese,

U, €T tq. x €U, C f U

Alors, on peut poser
iU = |J U eT par (T2)

zef~H(U")

14



O

Remarquons cependant que vérifier la continuité en chaque point peut étre tres long et fastidieux, nous
allons alors introduire une utilité des sous-bases de topologies

Lemme 2.22. Soient (X, T), (X', T"), des espaces topologiques et soit S', une sous-base de T’ (autrement
dit, T' = Tgy, ). Alors, une application f : X — X' est continue par rapport a T, T ssi f~1(5') € T,VS' € S.
Remarque 2.23. Puisque toute base de topologie est une sous-base, par le lemme, si B’ est une base de 77,
alors f: (X,T) — (X', T') continue < f~Y(B')eT,VvB' € B

Preuve.

7 =7 Comme § C Bs C T, et f est continue par rapport & 7,7, alors on a directement que
Y8 eT, vs'es

7 <" On veut montrer que VU' € T' = Tp,, fH(U') € T.
Commengons par remarquer que si on prend la base Bs engendrée par S, on a que

VU' € Thy, HBili € I} CBs t.q. U' = | B;
el

et, de la méme maniere

VB; € B,3n € N,{S},,....5,,} €& tq. Bi= ()5,
j=1

On remarque alors que
n;

FFraoa=Ur'e)=UN e, et
il iel j=1 S~
€T par hyp.
~—_——
€T par (T2)
—
€T par (T3)

Remarque 2.24.
e SiT' =7, ={0,X'}, alors f est toujours continue car f~1(0) =0 € T et f~1(X') =X €T par (T1).

e Si T = Taise = P(X) alors f est toujours continue par Vu' € f~1(U’) C X autrement dit: f~'(u') €
P(X) = 7:1isc

Si f=1Idx:(X,T)— (X,T’), alors f est continue ssi 7/ C T.

Pour 7,7’ quelconque, si on prend z(, € X',

X - X

cst,r -
g T — X

est toujours continue
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Proposition 2.25 (Continuité métrique / topologique). Soient (X, d),(X’,d") deux espaces métriques, on
a que

f:(X,d) = (X', d') continue (métrique) < f:(X,Ta) — (X', Ta) continue (topologique)
Preuve.

7 = ” Commengons par rappeler que { By (z,r) : @’ € X',r > 0} est une base (et en particulier une sous-base)

de topologie de Ty, alors, par le lemme précédent, il suffit de montrer que f~1(By (2',7)) € Ta.
Par définition de la continuité métrique, on a que

VY € fﬁl(Bd/(z’,r)),Elsz >0 t.q. By(z,s,) C fﬁl(Bd/(:r/,r))
D’ou
F Y By (a', 7)) = U By(z,5,) € T, = Ta
z€f~1(B(z',r))

? <=7 On cherche a montrer que
VBd'(l‘/, T) c X/,\V/J) € f_l(Bd' (x’,r)), ds >0 t.q. Bd(X7 S) c f_l(Bd’(m/a ’I"))

Or, on sait que

(X, Ta) = (X', Ta) est continue = f~H(Ba(2',7)) € Ta = Ts,
Par définition de 75, , on sait que

Vz € f_l(Bd’ (xlvr))a Ele(yv S) cX t.q. z € Bd(ya S) - fl(Bd’ ('r/ﬂﬁ))
On peut alors poser t = s — d(x,y) et finalement,

By(x,t) € Baly,s) € f~H(Ba(2',7))
Ce qui montre la continuité métrique
O

Lemme 2.26. Toute composée d’applications continues est continue.
Preuve. Soient (X,T),(X',T"),(X",T") des espaces topologiques et X ER X' X" 2% X" des applications

continues. Soit U” € T, alors
(g ° f)—l(UI/) _ f—l( g—l(U//> )
—_—

€T’ car g continue

€T car f est continue

alors, (g o f) est effectivement continue. O

Definition 2.27. Un homéomorphisme de (X,7T) vers (X', 7") est une application h : (X,T) — (X', T")
telle que il existe une application k : (X', 7") — (X, T) telles que

e h est continue
e k est continue
e koh=1Idx
e hok=Idx

Remarque 2.28 (Terminologie / Notation). S'’il existe un homéomorphisme h : (X,7) — (X', 7), alors
(X,T) et (X', T") sont homéomorphes, noté (X,7T) ~ (X', T’). Les topologues s’intéressent aux propriétés
d’espaces topologiques qui sont préservées sous homéomorphismes appelées des propriétés topologiques
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2.1.3 Sous-espaces topologiques

Soient (X, T), un espace topologique, ¥ C X et 'inclusion

Y= X
Wy X

Lemme 2.29. Si T’ est une topologie sur'Y, alors, v est continue ssi UNY € T’ pour tout U € T
Preuve. VA C X,171(A) = ANY, donc, en particulier, Vu € T, .= (U) =UNY O
Corollaire 2.30. La plus petite topologie T' sur'Y telle que o(Y,T') — (X, T) soit continue est appelée la
topologie de sous-espace :

Ty ={UNY|U €T}
Remarque 2.31. La ”plus petite topologie” est telle qu’elle est contenue dans toutes les autres topologies.

Preuve. Par le lemme, si 77 est la plus petite topologie telle que ¢ est continue, alors, {UNY|U € T} C T".
On doit alors montrer que A ={UNY|U € T} est bien une topologie.

T1
P=0NYcAY=XNnYcA
T2
V{U;NY|ie LU;eT} C A ona
Uwiny)=( |JUu: )nye4
iel i=1
——
€T car (T2)
T3
V{UinY,...,U,NY|neN}C A
AUinYy)=( (U: )NYeA
i=1 i=1
€T par (T3)
Ce qui montre que A est bien une topologie. O

Remarque 2.32. On introduit la notation pour toute application f: X — X’ avec Y C X, on note
flyi=fowy: Y =X

Proposition 2.33. Soient (X,T), (X', T') des espaces topologiques, et soit Y C X. Soit f: X — X' une
application et Z C X' t.q. Im(f) C Z. Si f est continue, alors

1. fly : (Y, Ty) = (X', T") continue
2. fIZ2 (X, T) = (Z,T}) continueﬂ

5f|Z est en fait la restriction du codomaine

17



Preuve.
1. f devient
Fouw: (V\Tv) % (X, T) L (X, T
comme f et ¢ sont des fonctions continues, la composition des 2 fonctions est également continue.

2. On se représente la situation de la maniére suivante

(X,7) : (X', T)
(Z,72)
On sait qu’on a la définition de la topologie de sous-espace pour Z :
T,={UnzZlU €T}
Comme f est continue, on sait que f~1(U’) € T. Par construction :
Im(f)C Z, {71 (U'nZ) = f~1(U)

Donc
(SN UN2) = UNZ) = U)eT

et f|# est bien continue.

Exemple 2.34.
R— R

f S
est évidemment continue selon la topologie euclidienne donc

Rxo R — R>0
f| o x>

est également continue.

Lemme 2.35 (Lemme du recollement). Soient (X, T), (X', T’) des espaces topologiques et f : X — X', une
application. S’il existe {U;|i € I} C T tel que

* Ui Ui=X

o flu, : (Ui, Tu,) — (X', T") continue.
Alors f est continue
Preuve. On pose f; := fly, et T; := Ty, . Soit U’ € T, on définit V; = U; N f~1(U’), on a alors que

Vi=Uinf7H(U) = f7 1 (U €T
ou la derniere égalité est justifiée car f; est continue. On peut donc écrire
oy =yUvi=yrtw)
iel iel

Or, on sait que V; NU; € T par la topologie de sous-espace et (J;c,(Vi N U;) € T par (T3) alors f est bien
continue O
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Exemple 2.36. X =] — 2 —1[U]1,2[C R. (X, (Ts)x)
(X, 7)) —» R, Ta)

I s 2 -2<z<—1
t efrl<er <2

Uy =] —2,-1[,Us =]1,2[ f|v, (z) = 22, flu, (z) = €* continues, alors f est continue.

2.1.4 Autour de la notation de fermé

Definition 2.37. Soit (X, 7T), un espace topologique. Un sous-ensemble X C 7 est fermé par rapport & T
s'il existe U € T t.q. C =X\U

Exemple 2.38.

e Pour la topologie (X, 74.), 0, X sont ouverts et fermés
e Pour la topologie (X, Taisc) tout sous-ensemble de X est ouvert et fermé par rapport & Tg;se
Proposition 2.39 (Propriétés élémentaires des fermés). Soit (X, T) un espace topologique
F1 0, X fermés par rapport a T
F2 Toute intersection de fermés est fermée et X\(U;c; Us) = ;e (X\Us)
F3 Toute réunion fermé de fermés est fermée. et X\(Ni—, U;) = Ui, (X\U;)
Question Comment trouver I'ouvert et le fermé les ”plus proches” a un sous-ensemble quelconque
Definition 2.40. Soit (X, 7)), un espace topologique, soit A C X,
e L’adhérence de A est A = NC ou on définit {A C C|C fermés par rapport & 7}
o lintérieur de A est Int(A) = A= (JU ot on définit {U C AU € T}
Remarque 2.41.
o Int(A)CACA
e Si A est fermé, alors A = A
e ST A est ouvert, alors A = Int(A)

Proposition 2.42 (Caractérisation des adhérences). Soit (X,T), un espace topologique et soit B une base
de T. Alors, VAC X, A={z € X|si BE B etx € B, alors ANB # (0}

Preuve. Soit z € A, alors on sait que VC fermés tels que A C C,z € C. Alors
VUeTtqg ACX\U,ze X\U = ANU=0etzgU
Donc, s’il existe U € T t.q. € U on sait que ANU # () et on a

A={x e X: siU € T vérifie x € U, alors, ANU # 0}}
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On cherche a présent a se réduire a une base B. Voyons que
UeT = HBi:icl}tq U=JB
il

et
relU = Jieltq rzeBet ANU#0 = Jjeltq ANB; #0

O
On donne les 2 prochaines résultats sans preuves

Proposition 2.43 (Caractérisation de la continuité). Soient (X,T),(X’,T’) des espaces topologiques et
f: X — X' une application, alors, les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. f(X,T)—= (X',T") est continue
2. f(A) C f(A),VAC X
3. YC' C X' fermé par rapport a T', f~1(C") fermé par rapport a T

Preuve. Comme d’habitude, on cherche & montrer que (a) : 1) = 2), (b):2) = 3) et (¢) :3) = 1)

(a) Nous allons utiliser la caractérisation des adhérences pour montrer que f(A) C f(A) pour tout A C X.

Soit ' € f(A), alors, il existe € A t.q. 2’ = f(x). Par la caractérisation des adhérences :

VUET tq xacUUNA#D (2)

On cherche a montrer que
VU €T t.q. 2" e U U N f(A) #0

Or, f est continue par hypothése, alors, U’ € T/ = f~1(U’) € T. Par ailleurs, f(z) =2’ € U =
€ f7HU') et parf ona AN f=Y(U’) # 0 d'on
0# f(ANFTHU) = AN FFHUT) € F(ANT

et comme 2’ € U’ et f(A)NU' # (), on sait que f(z) =2’ € f(A)

(b) Soit A’ C X’ fermé par rapport & T, alors,

YA C FLA) car ACAVACX
C FHAFHAY)) car f7HU) C fTHF(STHUN)) VU € T
C FHAFHAY) car f(A) C f(A),¥A C X (par hypothese)
= 1A car f(f~1(A)) = A, vA C X'
=14 car A’ = A/, VA’ C X fermé

(c) 1§oit U’ eT, ontppss_C” := X/\U’ qui est donc fermé par rapport & 7’. Par hypothese, f~1(C’) est
ermé par rapport & 7, or

FTHE) = fFHXNU) = X\fTHU) = f7HU) = X\fH(C)
donc f~1(U’) € T puisque f~1(C’) est fermé.
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Lemme 2.44 (Lemme de recollement bis). Soient (X, T) (X', T") des espaces topologiques et f, une appli-
cation, alors, s’il existe un nombre fini de fermés {C1,...,Cp} t.q. U;c; Us = X et fe, : (Ci, Te,) = (X', T7)
continue V1 < i <n, alors f est continue.

Preuve. On cherche en fait & montrer que ¢’ C X’ fermé = f~1(C’) est aussi fermé.

En fait, on voit que
n n
ZUCiﬂf_l(Cl)Z U |c ()
i=1 i=1
ferme

fermé car réunion de fermés

2.1.5 Compacité
Pour rappel, la définition de compacité en analyse peut-étre caractérisée de la maniere suivante

Théoréme 2.45 (Heine-Borel). Les propositions suivantes sont équivalentes pour A CR™ :

1. Y{Ba,, (ziri)li € I} t.q. A C U,;ep Ba.,.(xi,73), Jiv, ... in €1 t.q. AC U, Ba,.. (i i)

deue
2. A est fermé et borné, autrement dit ”compact”.
Cependant, dans notre cours, on va donner la définition suivante :

Definition 2.46 (Compacité). Soit (X,7T) un espace topologique. Un recouvrement ouvert de (X,7T) est
une collection V € T t.q. X = Uy, V. Si tout recouvrement ouvert de X admet un sous recouvrement
fini, alors, X est compact.

Autrement dit, si X = Jy,c, V, o0 V C T, alors, Ine Net Vi,...,V, e Vtq. X =, Vi

Remarque 2.47. Soit (X, T) un espace topologique et soit Y C X. Alors : (Y, Ty) compact < VYV €
Ttq Y CUyeyV,IneNet Vi,...,V,eVitq Y CUL, Vi

Lemme 2.48. Soient (X, T), (X', T"), des espaces topologiques et soit Y C X. Si (X,T) est compact, alors
1. Si'Y est fermé par rapport a T, alors, (Y, T) est aussi compact
2. 50 f (X, T) = (X',T') est continue, alors, (Im(f), Ty, ;) est aussi compacte.

Preuve.

1) Soit VC T t.q. Y €Uy V, comme Y est fermé, on a que X\Y € 7. On peut alors écrire

X = VUV VU(X\Y)=YU(X\Y)

Comme (X, T) est compact, I{V1,...,V,} CV t.q.

X = O ViU (X\Y)
=1
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d’ou . .
Y=YnX=YnJVux\y)=JV
Alors Y est bien compact - -
2) Soit V' C T t.q. Im(f) € Uyrey V', f est continue alors f~1 (V') € T pour tout V' € V. Comme
Im(f) € Uyiey V', on sait que X = Uy V"), or, (X,T) est compact, alors 3V/,..., V! t.q.
X =UL 71(V)), dot Im(f) =U, f(f 71 (V))) = U, VY
O

Definition 2.49. Soient X, un ensemble, et soit C C P(X). La collection C vérifie la propriété d’intersection
finie (PIF) si V{C1,...,Cp} CC,Vn € N,

()Ci#0
=1

Proposition 2.50 (Caractérisation de la compacité). Soit (X, T), un espace topologique. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. (X,T) est compact
2. 8i C CP(X) vérifie la PIF et VC € C, C est fermé par rapport a T, alors (),co C # 0
Preuve. On montre ceci comme un si et seulement si 1) = 2) et 1) < 2)

” =7 Par contradiction, supposons que C C P(X) vérifie la PIF et C est fermé pour tout C € C. Si (e C
est vide, on a que g o (X\C) = X donc {X\C : C € C} est un recouvrement de X. Cependant, (X, 7)
est compact alors il existe {C1,...,C,} C C t.q. X = J;—,(X\C;), autrement dit, X = X\, C;
alors (N;_; C; = 0 ce qui contredit le fait que C vérifie la PIF donc nécessairement () .. C = 0.

” <=7 Par contradiction, soit V, un recouvrement ouvert de X donc X = (J;, <, V', on a alors
E\W)=x\[JV=0
vevy vey

On pose C = {X\V : V € V}, remarquons que X\V est fermé pour tout V € V.
Si X n’admet aucun recouvrement fini de V), alors,

VnENetV{Vl,...,Vn}QVonaUViCXalorsX\UVi7é(/)

=

i=1 i=1

Par conséquent, V{C1,...,C,} CC, on a

n

Ommmcn:ﬂ(X\%):X\CJWM

i=1 i=1
Donc C vérifie la PIF et, par hypothese,
0+ C=)X\V
cec vey

Ce qui contredit le fait que V est un recouvrement de X.
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Lemme 2.51. "Etre compact” est une propriété topologique

Preuve. Soit h: (X, 7T) — (X', T’) un homéomorphisme, si (X,7) est compact, par le lemme on sait
que (Im(h), Trm(n)) est également compact. Or, h est une bijection donc Im(h) = X', donc (X', T”) est
compact. O

2.2 Espaces produits

Notations Soient X7, Xo des ensembles. Les projections sont les applications

X1 XXQ — X1 . X1 XXQ — X2
(x1,22) = 3 pra: (z1,22) = 12

pry:
Proposition 2.52 (Propriétés élémentaires). Soient Ay, By C X3 et Ay, By C Xo.
1. (A1 X AQ) n (Bl X BQ) = (Al N Bl) X (AQ N BQ)
2. (Al X Az) @] (Bl X BQ) - (Al @] Bl) X (AQ @] Bz)
3. Soit A1 QXl, alorsprl_l(Al):Al XngXl XX2

4. Soient f1 Y — X1, fo:Y — Xs, des applications. Alors, il existe des applications

prio(fi;f2) X1 priog X1
PTlT PrlT

y Y52 5 v x, ou Yy 9, X, x X,

\\) prrz \\ Jipm
pr20(f1;f2) X, pr20g X,

Preuve. 1.

(1‘171'2) S (Al X Ag) n (B1 X Bg) <~ (1'1,1}2) € Ay X As et (1‘171172) € B; x By
< $1€A1,$2€A2 et 1 € B1,25 € By
<— 11 € AiNDBy, 20 € AN By
< (.731,332) S (A1 ﬂBl) X (A2 QBQ)

2.

(acl,a:g) S (Al X AQ) U (Bl X Bg) <~ (371 € Ajetay € Ag) ou (IE1 € By et xs € BQ)
<= x1 € Ao UBj et 9 € A3 U By

Et on montre que 'inclusion est & sens unique avec un contre exemple direct (par exemple si I'un des

sous-ensemble est vide)
O
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2.2.1 Produits finis d’espaces topologiques

Remarque 2.53. Dans ce chapitre, on se concentre sur les cas avec 2 espaces car les autres cas peuvent étre
résolus par récurrence.

Definition 2.54. Soient (X1, 71), (X2, 72) des espaces topologiques. La topologie produit sur (X; x X3) est
la plus petite topologie T telle que

r; (X1 x Xo,T) — (X, 7T;) continue Vi = 1,2
Remarque 2.55.
e ici "plus petite” veut dire ”incluse dans toutes les topologies t.q. pr; est continue”
e Pourquoi existe-t-elle 7 On sait qu’il existe au moins la topologie discrete.

e Pour trouver la plus petite topologie, on peut prendre 'intersection de toutes les topologies de cette
collection car :
Sipr;: (X1 X Xo,T) = (Xi,Ti) et pry : (X1 x Xo,T') — (X;,7;) sont continues, alors pri_l(Ui) €
TNT' VU; € T;,Vi=1,2
Cependant, ce n’est pas pratique comme facon de construire et comprendre la topologie.

Notation 7 * T3 = topologie produit,

Construction de 77 x 75
Lemme 2.56. Soient (X1,71), (X2, 72) des espaces topologiques. Alors, Ti Tz est engendrée par la sous-base
{U1 x Xa|U1 € i} U{X; x Us|Us € T}
Preuve. Voyons que, comme pr; : (X7 x Xa) — (X;,T;) est continue Vi = 1,2, alors, nécessairement
pri (Uy) € T,VU; € T;, Vi = 1,2
Et, en faisant varier ¢ = 1,2, on a que
{UixXo €eTIUL €T} U{X1 x U € TIUs €T3} CT

Donc en particulier, si 7 est la topologie engendrée par {U; x X2|Uy € T1} U {Xy x U2|Us € Tz}, alors
T CTixTo.

Par ailleurs, puisque pr; est continue par rapport a T et Tq * T3 est la plus petite topologie qui vérifie cette
condition T, * T3 C T, dou T1 % To = T. O

Corollaire 2.57. Soient (X1,7T1), (X2,72) des espaces topologiques. Une base de Ty x Tz est {Uy x Us|U; €
717 U2 S 75}

Preuve. On doit calculer les intersections finies d’éléments de la sous-base du lemme précédent :
U1 XXQ,...,Uk XXQ;Xl XVl,...,Xl XW ou Ul 67-1,‘/}' 67—2v1 SZSk,Vl S]Sl,
Et on trouve
k 1 k ! k l
(Ui x X2) N [(X1 x V) ((ﬂU) ><X2>ﬂ xix NV (ﬂUl)x NV
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
———

67—1 67—2
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Donc tout élément de la base engendrée par la sous-base du lemme est de la forme U x V;U € T1;V € Ta.
Par ailleurs, VU € 7;,VV € T3: on a

(UXXQ)H(X1XV):UXV

donc tout produit U x V appartient a la base engendrée par la sous-base du lemme. O

Corollaire 2.58. Les éléments de Ty * Tz sont de la forme | ;o (Ui x Vi), ou Uy € T1,Vi € To,Vi€ I et I
quelconque.

Preuve. La preuve est directe comme il s’agit de la topologie engendrée par la base calculée précédemment
qu’on sait étre la topologie T * Ts. O

gor%)!laire 2.59. Soient By, By des bases de Ti,Tz. Alors {By X Ba|B; € B;,i € {1,2}} est une base de
1% /2

Preuve. Par comparaison de bases, {By x Bq|B; € B;} C {U; x V;|U; € T1,V; € Ta}. Donc
T(BixBs|B;eB;y © T1 T2

Pour lautre inclusion, soit U X V, ou U € T1,V € T3. Soit (z1,22) € U x V, comme By, By sont des bases,
on a que

1B, EBl;BQ € By t.q. x1 € By CUp,x9 € B, CV et donc (.1‘1,.132) €EB; xBy, CUxV

alors
Ti*Ta € T(B,xBs|BicB;}

Et on a bien Ty * Ta = T{ B, x B,|BicB:} O
Exemple 2.60.

L (X1, Tgr), (X2, Tgr) = Tgr * Tgr = Tyr.

2. (X1, Taise), (X2, Taise) = Taise * Taise = Taise

Proposition 2.61. Soient (X1,7T1), (X2, 72) des espaces topologiques. Soit T, une topologie sur X1 x Xs.
Alors T = T1 * Ta si les affirmations suivantes sont vérifiées :

1. pri (X1 X Xo,T) = (X;,T;) continue
2. Y(Y,T) espace topologique tel que

(f1,f2) : (Y = T') = (X1 x Xa,T) continues <= (f1, f2)opr;=: fi: (Y, T') = (X;,T:) continues

Preuve. (1) est vrai par définition de Ty * T3

(2) On va montrer les 2 sens de 'implication, soit (Y, 7”) un espace topologique et soient f; : Y — X, fo :
Y — X, des applications.

"=7 Si (f1,f2) : (Y, T") — (X1,7T1) est continue, alors, clairement, f; = prqy o (f1, f2) est également
continue car elle est la composée de 2 fonctions continues et il en va de méme pour fs.
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"e—="Si fi: Y, T") = (X1,T1) et f1 : (Y, T') — (X1, 7T1) sont continues, alors, il suffit de vérifier que
les pré-images des éléments d’une sous base sont des ouverts de 7’ pour montrer que (f1, f2) est
continue.

Soit Uy X Xg = prfl(Ul) ou Uy € Ty, alors

(f1, f2) 71U x X2) = (f1, f2) " ory (U1)) = (prio (f1, f2) "N (UL) = fHUL) € T
—_————
=f1
Ou on justifie la derniere égalité car f; est continue. On peut appliquer le méme raisonnement sur
tout élément Uy € Ts.

Alors, comme {U; X Xo: Uy € T1}U{Xy x Uy : Us € T3} est une sous-base de T; % Tz, et qu'on a
vérifié la continuité en chacun de ces ouverts, on sait que la fonction (f1, f2) est bien continue.

O

Remarque 2.62. Plus généralement, on a 7 2 W £ Z D A, alors h=Y(k=1(A)) = (ko h)~1(A)

2.2.2 Produits cartésiens infinis

Remarque 2.63. On introduit, une maniere différente de concevoir le produit cartésien fini qu’on pourra
facilement généraliser au cas infini

Soient X1, ..., X, des ensembles, alors, on peut définir le produit cartésien de la maniere suivante :
[ X)) = {f {12, o0} = | Xi| £6) € Xi}}
i=1
et, V1 <i < n, ev; : II(Xy,..., X,) = Xi, f = f(9)

Lemme 2.64. Pour toute collection d’ensembles {X1,...,X,}, il existe une bijections ¢ : X1 X -+ x X, —
I(Xy,...,X,) telle que ev; o ¢ = pr;

Xy x--x X, —>HX1,...,X”)
Preuve. Puisque l'on veut que ev; o ¢ = pry, on doit définit ¢ t.q. V(z1,...,z,) € X1 X -+ x X, ev; 0
gngl, ces ) = pri(T, ., T) = T
o,
XixXox---xX, — H(leaXn)
: 1,2,... - X1uUXeU---UX,
¢ (3?1,56’2,...7:17”) —  f: { » ’n},;- s xilu 2U U
Pour voir que ¢ est une bijection, on observe que I'application ¢ : II(Xy,...,X,) = X1 X -+ X X, fn —
(f1(1),..., fn(n)) est une inverse de ¢. O

Ceci sert en fait d’introduction a la définition suivante
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Definition 2.65. Soit I, un ensemble quelconque. Soit {X;|é € I}, un ensemble d’ensembles. Le produit
cartésien de {X;|i € I'} est Pensemble

[[Xi={r-1-Xlf() e X, Viel}
el i€l

Muni de projections
or; : HieIXl:_>X%VZ€I
fe 1)

Remarque 2.66.

e Etant donné A; C X;, Vi € I, on peut voir I
[l = Ujer Xitq. f(i) € A Viel

A; comme le sous-ensemble de [, ; X; des applications

el i€l

o Wig € I,YA;, C Xiy : pri (Asy) = [Les Ais ol A; = {1249 ::ii;e:i?o
io
o Ay, B; C Xy, VieI,(I;c; Ai) N(ILies Bi) = I1;e,(Ai 0 By)
Notation
e €[, Xi,zmi=zi(i) € Xiyz: I = Ui, Xi
e Si X; = X,VicI,on écrit X := [Lic; Xi

Proposition 2.67 (Propriété universelle du produit cartésien quelconque). Soit {X;|i € I}, un ensemble
d’ensembles et soit Y, un ensemble.
Pour tout ensemble d’applications {g; : Y — X;|i € I} il existe un unique

g:Y—)HXi t.q. pri,og =g, Yig€el
el

% Alg H
Gig
Xi

Preuve. Comme pr;, o g = g;,,7V: € I, on a que

Yy €Y, 9i,(y) = pri,(9(v)) = 9((y))(i0), Vio € T

iel Xi

alors ; U, X
) - icl <Vi
g(y)' i = i y)

Et clairement, cette application est bien définie et c’est la seul application qui vérifie la condition initiale. [J
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2.2.3 Produits quelconques d’espaces topologiques
Definition 2.68. Soit I, un ensemble et soit {(X;, T;)|¢ € I}, un ensemble d’espaces topologiques. La

topologie produit sur J],.; X; noté _*172 est la plus petite topologie T telle que
1€

Prig (H X, T) = (Xiy, Tiy) est continue Vig € I
iel

Remarque 2.69. L’existence de '*17; est établie de maniere semblable au cas fini.
1€

Proposition 2.70 (Caractérisation de la topologie produit minimale). Pour tout ensemble d’espace topologique
{X;, Tili € I}, la topologie produit _*172 est celle dont une sous-base est la suivante :
1€

{pr;ol(Uio)lUio € 7207Vi0 € I}
La preuve de ce résultat est tres semblable au cas fini.

Remarque 2.71. En fait, on peut voir qu’une base de ‘*IT est donnée par
1€

{[JVilVi € Ti et #{i|V; # Xi} < oo}
il
Et, de maniere plus générale, on a la caractérisation suivante

Corollaire 2.72. Si B; est une base de T;,Vi € I, alors il existe une base de '*17; de la forme
1€

{IIB: € BiU{Xi},Vi € I #{Bi # X;} < o0}
iel
Preuve. Treés semblable au cas fini O
Exemple 2.73.
1. Soit {(X;, Tgr)|é € I}, alors
'217; = Tor

2. Considérer {(X;, T;)|i € I} ot T; = Taise = P(X;). Alors, si #I < oo, on obtient la topologie discréte,
et quand #I = oo , on obtient une topologie différente de la topologie discréete.
Voyons qu’on peut former une base _*172 AlLier VilVi € Taise, #{ilVi # Xi} < oo}
1€

Proposition 2.74 (Propriétés universelles de la topologie produit). Soit {(X;,7; : i € I)}, une collection
d’espaces topologiques. Soit T', une topologie sur [

ier Xi, alors T = ‘*172 st les 2 conditions suivantes sont
1€
respectées :
1
Prig - (H X, T") = (X4, Tiy) est continue Vi € I
i€l
2
V{fi Y = X;liel}, fi: (V,T)— (X—i,T;) est continue Vi € I <= (fi)icr: Y, T) — (H(Xi,T’)) continue

icl
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2.3 Le théoreme de Tychonoff

Le but de cette section est de montrer le théoréeme suivant

Théoréme 2.75. Tout produit d’espaces compacts est compact.

2.3.1 Cas fini
Remarque 2.76. Si (X, T) est compact, alors,

({} x X, {0, {z}} + T})

est aussi compact car

(X, T) =~ ({z} x X,{0,{x}}»T)
et on peut expliciter un homéomorphisme

Lemme 2.77 (Lemme du tube). Soient (X,T) et (X', T") des espaces topologique ot (X', T") est compact.
Soit W eT*T'. Sl existe v € X t.q. {x} x X' CW, alors, W €T t.q UxX CW.

Preuve. Soit W € T x T’ et soit x € X comme dans ’hypothese. Alors, Va’ € X', on a que (z,z") € W.
Donc il existe un élément de la base de T * T’ qui contient (x,z’) et qui est contenu dans W. Autrement dit

W,y €T, Vy €T tuq. (3,2)) €Uy x Vi CW

Observons que X' = |J /¢ x+ Vs, donc {V]|z" € X'} est un recouvrement ouvert de (X', 7") qui est compact,
. . n n

donc, il existe @1, ..., 25, t.q. X" =J;_; Vor. Onpose U=\, Uy € T.

Alors, z € Up,V2' € X/, donc z € U =, U, Pour montrer que U x X' C W: on observe que

n n
y) €UXX = (Vs x | JVa, = yeUp,VI<i<net I <j<ntq y €V
i=1 i=1

et on peut conclure (y,y’) € Um; X Vx/j cw O

Proposition 2.78. Tout produit fini d’espaces topologiques compacts est compact

Preuve. Soient X x X’ ou (X,T) et (X',T") sont compacts, et soit |J;,.; Wi un recouvrement de X x X'.

Puisque ({2} x X', {0, {x} }*T") est compact pour tout z € X, il existe pour tout € X un sous-recouvrement
ni

Ny
{2} x X' CW, o= | W
=1

En appliquant le lemme du tube, on choisit U, € T tel que {z} x X' C U, x X' C W,.
Maintenant, puisque |, x Ur = X et (X, T) est compact, on peut choisir un sous-recouvrement | J;~, U, ; =
X, doit

n m m Nz,j
Xxx' =Juixx' clJw., = U Wi..
i=1 j=1 j=1 k=1
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2.3.2 Cas pas nécessairement fini

Pour traiter ce cas, on utilise alors un équivalent de 1’axiome du choix :

Lemme 2.79 (Lemme de Zorn). Soit (A, <) un ensemble muni d’un ordre partiel. Si tout sous-ensemble
totalement ordonné de A admet une borne supérieure dans A, alors A posséde un élément mazximal, c’est-a-
dire A3m € A tel que pour tout x € A, m £ .

Lemme 2.80 (Lemme 1). Soit X un ensemble, et soit A C P(X). Si A satisfait la propriété de lintersection
finie (PIF), alors, 3D C P(X) tel quel D satisfait

e ACTD,
e D respecte la PIF, et
e DC & = & ne satisfait pas la PIF.

Preuve. L’objectif de la preuve est d’appliquer le Lemme de Zorn a I’ensemble suivant :
A={BCP(X): ACB,B satisfait la PIF}

Vérifions que VB C A, si B est totalement ordonné dans (A, C), alors B admet une borne supérieure.

Soit C = (Ugep B, on voit que C € A, en effet, par construction A C C car A C B pour tout B € B. De plus,
voyons que C vérifie la PIF, si Uy, ..., U, € C, alors il existe By,...,B, € B t.q. U; € B; pour tout 1 <i <mn.
Comme B est totalement ordonné, on peut supposer sans perte de généralité B; C B, pour tout 1 <i < n
d’ott U; € B,, pour tout 1 < i < n. Et, comme B, vérifie la PIF, on a bien (), .,., Ui # 0

Par construction, VBB € B, B C C donc B est une borne supérieur de B dans A. Et on peut appliquer le lemme
de Zorn en posant que D est 1’élément maximal de (A, C). O

Lemme 2.81 (Lemme 2). Soit X un ensemble, et soit D C P(X) l’élément mazximal par rapport & la PIF.
Alors

1. D1,...,.D, €D = DiN---ND, €D, et
2. Si AeP(X) et AND # 0 pour tout D € D, alors A € D.
Preuve.

1. T est clair que DU {Dy N---N D,} satisfait la PIF, puisque D le fait. La maximalité de D implique
alors que DU{Dy,...,D,} CD,dou DU{Dy,...,D,} =D, ce qui implique que Dy N---N D,, € D.

2. Observer que D U {A} satisfait la PIF. En effet, pour tout Dy, .., D,, € D, le fait que D vérifie la PIF
implique que D1 N ---N D, # 0, et la premicre partie du lemme implique que D1 N---N D,, € D. Par
Ihypothese sur A, AN Dy N---N D, # 0. La maximalité de D implique alors que DU {4} = D, d’on
AeD.

O
Théoréme 2.82 (Tychonoff infini). Tout produit d’espaces topologiques compacts est compact
Preuve. Soit X =[]

voulons montrer que (X, 7) est compact. B
Il suffit de montrer que si A C P(X) satisfait la PIF, alors (4. 4 A # ), ce qui est une condition plus
forte que la caractérisation de la compacité en termes de la PIF.

X;, ou (X;,7;) est un espace compact pour tout i € I. Poser T = * T;. Nous

i€l el
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Supposons que A C P(X) satisfait la PIF. Par le Lemme 1, il existe D C P(X) qui contient A et qui

est maximal par rapport & la PIF. Puisque D vérifie la PIF, I'ensemble D; = {pr;(D) : D € D} C P(X;) la
vérifie pour tout ¢ € I, vu que

pri(D1) N Npri(Dy,) =pri(D1N---NDy)

pour tous Dy, .., D, € D. Par conséquent {pr;(D) : D € D} C P(X;) vérifie aussi la PIF, puisque

pri(D1) NN pri(Dy) C pri(Dy) M-+ N pri(Dy,)
pour tous Dy, .., D, € D. Or (X;,T;) est compact par hypothese, donc par la caractérisation de la compacité

en termes de la PIF,
m pri(D) #0
DeD

pour tout <.
Soit z; € (\pep pri(D). Poser z = (z;);cr € X. On montrera que

ze () D,

DeD

d’olt on pourra déduire que ) # ﬂAeAZ, puisque [pep DC ﬂAeAZ car A C D.

On montrera que tout élément de la base usuelle de la topologie produit 7 qui contient x a une intersection
non-vide avec chaque D € D. Par la caractérisation de I’adhérence, cela impliquera que 2 € D pour tout
DeD,douz e \pep D, comme souhaité.

Soit

B=pr;"(U)N---Npr; (Un)
un élément de la base usuelle de T tel que x € B, ou U, € T;, pour tout 1 < k < n. Alors pour tout
1<k<n,ze€ pr;cl(Uk), d’ott zy, € Uy, ce qui implique que Uy Npr;, (D) # @ pour tout D € D, puisque
x4, € pri, (D) par hypothese.

Par conséquent, pour tout 1 < k < n, pr;kl(Uk) N D # () pour tout D € D, ce qui implique par Lemme 2
(2) que pri_kl(Uk) € D. Par Lemme 2 (1), il s’ensuit que B € D. Puisque D vérifie la PIF, on en déduit que
BN D # () pour tout D € D, comme souhaité. O
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3 Notion de séparabilité
3.1 Espaces de Hausdorff

Motivation : On veut éviter les espaces ”pathologiques” tel que
o (X,T,) avec |X| > 2 = {z} n’est pas fermé dans (X, Ty,)
o X ={x,y}, T ={0,{y}, X} alors {y} n’est pas fermé

Definition 3.1. Un espace topologique (X, T) est un espace de Hausdorff si, pour tout z, 2’ € X avec x # 2/,
U eTtelsquexelU,x' eU et UNU =0

Exemple 3.2.
o #X >2 = (X, 7, ) n'est pas un espace de Hausdorff.
o (X, Taisc) est un espace de Hausdorff pour tout X.
e (X, T) métrisable = (X, 7)) est un espace de Hausdorﬂﬁ
Lemme 3.3. Soit (X, T) un espace de Hausdorff, Y C X. Si #Y < oo, alors Y est fermé par rapport o T

Preuve. 11 suffit de montrer que pour y € X, {y} est fermé. On montre que X\{y} est ouvert. Pour chaque
x € X\{y}, on choisit U,, U}, tels que x € Up,y € U, et U,NU, =0, alors U, € X\{y} et U,cx Uz = X\{y}

donc {y} est fermé et comme Y = J, oy {y} est une union finie d’ensembles fermés, il est également fermé. [

Corollaire 3.4. Si (X,T) est un espace de Hausdorff et #X < oo, alors T = Taisc.

Preuve. Trivialement, par le lemme précédent, tous les ensembles sont fermés alors, comme X est fini, on
peut écrire tous les ensembles en terme de leur complément fini.

Definition 3.5. Soit SX, T) un espace topologique. Une suite (z,)nen converge vers x € X si, YU € T tel
que z € U,dNy € Ntel quen > N, — z, € U.
On dit alors que x est la limite de la suite.

Remarque 3.6. Voyons qu’avec cette définition, il peut en fait exister plusieurs limites différentes pour une
méme suite, cependant, on va montrer qu’elle est unique pour un espace de Hausdorff

Exemple 3.7.
e Dans le cas de la topologie grossiere (X, 7,,), tous les éléments sont les limites de toutes les suites.
e Pour (X, Taise) : V(¥)nen, Vo € X, (2n)nen converge vers & <= IN € N tel que z, = 2,Yn > N
o X ={z,y}, T ={0,{y},{z,y}}, alors, la suite {y},en converge vers z et vers y.

Proposition 3.8. Soit (X,T), un espace de Hausdorff, si une suite (x,)nen converge, alors, sa limite est
unique

60n peut toujours prendre comme base les boules ouvertes et on peut prendre un rayon arbitrairement petit pour isoler
chaque point
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Preuve. En procédant par absurde, soit (x,)nen une suite dans X qui converge vers x € X et vers y € X
tels que z # y. Alors, VU,V € T telsquez € U,y € V

dM,N eNtq. x, €eUVn>Metz, € V,Vn>N

De fait, on a
n>max(M,N) = z, e UNN douUNV #10

Or, (X, T) est un espace de Hausdorfl alors on peut nécessairement trouver U Sz et V oy t.q UNV =)
on a donc une contradiction. O

Proposition 3.9. "Etre un espace de Hausdorff” est une propriété topologique.

Preuve. Soit (X,7T), un espace de Hausdorff et soit (X’,7’) un espace topologique tel que h : (X,7) —
(X', T") est un homéomorphisme.

Soient o’ # y' € X', et posons z,y € X tels que h(x) = 2’ et h(y) = ¥’ (qui existe de maniére unique car h
est bijective). Puisque x’ # ¢/, il est aussi vrai que x # y.

Remarquons que, comme (X, 7T) est de Hausdorff, on peut poser U,V € T tels que

zel,yeVetUNV =0
On a alors que, comme h est continue, U' := h(U) € T' et V' := h(V) € T'. 1l vient alors directement que
?del, yeV, UnV =hU)nh(V)=hUNV)=10
alors (X', 7") est de Hausdorff. O
Proposition 3.10. Tout sous-espace compact d’un espace de Hausdorff est fermé
Remarque 3.11. Pour rappel, si (X, T) est un espace topologique, et A C X, alors
1€A = VWET, 2e6U = ANU #)

Preuve. Soit (X,T) de Hausdorff, soit A C X t.q. (A,Ta) est compact.
On doit montrer que A = A, autrement dit, x € X\A = =z ¢ A.
Siz € X\A, comme (X, T) est de Hausdorff on a

Vae A, AU, V, €T t.q. a€Up,zeV,, U, NV, =
Observons que A C (J,c4 Ua- Or (A, T4) est compact, donc,

Jai,...,a, € At.q. AC U Uy, =U
i=1

On pose V. = (L, Vo, € T par (T3). Puisque x € V,,,V1 < i <n,onaquez c Vet VNU =0 car
Uy, NV, = 0,¥i. Comme A C U, on en déduit que ANV = (), par conséquent z ¢ A et on conclut
A=A O

Proposition 3.12. Soit f: (X,T) — (X', T') une application continue et bijective. Si (X, T) est compact
et (X', T") est de Hausdorff, alors f est un homéomorphisme

Preuve. On doit montrer que f~! est continue, autrement dit que (f~%)"Y(U) e T',\VU € T (f~': X' — X)
Ce qui est équivalent & exiger que (f~1)~1(C) fermé par rapport & 7',VC fermé de (X, 7). Puisque f et f~1
sont des bijections, (f~1)~1(C) = f(C).

Soit C' C X fermé par rapport a T, puisque (X,7T) est compact, alors (C,7¢) V'est aussi. Puisque f :
(X, T) = (X', T") est continue, (f(X),T{,) est également compact. Puisque (X',7") est un espace de
Hausdorff, la proposition précédente implique que f(C) est fermé par rapport 7. O
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3.2 [Espaces réguliers

Definition 3.13. Un espace topologique (X, 7) est régulier si tous les singletons sont fermés par rapport a
T et Vo € X,VA C X\{z} fermé par rapport & 7,3U,V € T t.q UNV =0etz € U, ACV.

Remarque 3.14. Régulier =—> Hausdorfl mais ce n’est pas réciproque

Exemple 3.15.
o (X, Taisc) est toujours régulier car Vo € X,VA C X\{z}, on peut prendre U = {z} et V= A
e Tout espace métrisable est régulier (Preuve & venir)

Proposition 3.16. Si (X,T) est de Hausdorff et compact, alors (X,T) est régulier.

Preuve. Soient x € X, A C X\{z} fermé par rapport & 7. Puisque (X, T) est compact, (A, T4) est aussi
compact. Puisque (X,7T) est de Hausdorff on a

Va € A,3U,,V, €T tq V,NU, =0, z€V,, ac U,

Observons que A C |, 4 Ua, comme (A, Tx) est compact on a
n
Jday, ...,a, t.q. AC U Ug, = U
i=1

On pose V =, Vo, € T par (T3) avec z € V alors

n n n n n

onV =(JUu) (V) = JWar 01 Va)

N
C
B
>
s
I
=

Alors, on a bien
ACUzeVetUNV =0

O

Proposition 3.17 (Caractérisation de la régularité). Soit (X,T), un espace topologique tels que tous les
singletons sont fermés. Alors, (X, T) est régulier < Ve eU € T,V ET t.q x €V CV CU.

Preuve.

= On pose A = X\U fermé par rapport 7. Puisque = € U,z € A, par la régularité de (X,T), on a que
WV WeT tqrxeVeACW
Pour voir que V C U, on sait que X\U C W d’ou U D X\W, par ailleurs, on a
VAW =0, VCX\WdouVCVCX\WCU

<= Soit z € X, soit A C X\{x} fermé par rapport a 7. Puisque A C X\{z},z € X\ A, de plus, X\A € T.
Par hypothese, 3V € T t.q. x € Vet V C X\A, dot A C X\V et X\V € T. Il reste a voir que
V N (X\V) =0, ce qui est une conséquence immédiate du fait que V C V. Donc on a bien

reVET,ACX\VeTetVN(X\V)=10
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Remarque 3.18. Si B est une base de la topologie T, alors on peut supposer V € B
Proposition 3.19.

1. Tout sous-espace d’un espace topologique régulier est régulier

2. Tout produits d’espaces réquliers est réguliers
Preuve.

1. Soit (X, 7T), un espace régulier et soit Y C X. Soit y € Y et soit A C Y\{y} fermé par rapport 7.
Alors, 3B C X fermé par rapport a 7 t.qc A = BNY. On observe que y ¢ A = y ¢ B. Par la
régularité de (X, T)

W, VeTtqUnNV=0yeUBCV

Par conséquent,
yeUNY eTy,A=BNY C Ty

De fait,
UnY)N(Vny)cUNV =0alors (UNY)N(VNY)=0

et on a vérifié les conditions pour étre un espace régulier.
2. Soit {(X;,T;) : @ € I}, un ensemble quelconque d’espaces réguliers. On cherche & appliquer la car-

actérisation de la régularité pour montrer que (J],c; Xi, '*172) est bien régulier.
1€

U; tel que

Soit z € [];c; Xi et soit U € '*172 t.q. x € U. Alors, il existe un élément de base B; = [],¢;
1€

x € B; CU. On sait que tout élément de la base a comme propriété que #{i € I : U; # X;} < oo, en
nommant cet ensemble fini {U;,,...,U; }, on a alors que V1 < k <n, z;, € U;, €T;,.
Par la régularité de (X;,,7T;,), on a que

v, €T, t.q. z;, €V;, CV; CU;,
Alors

= - o Xy i Ay, Yk
xellv;ngg]lmgllw ouvt-—{%k:i:%lgkgn
1€ S i€ i€

3.3 Espaces normaux

Definition 3.20. Un espace topologique (X, T) est normal si tout singleton est fermé et si VA, B C X fermés
par rapport & 7T et ANB =0, alors U,V €T t.q ACUBCVetUNV =0.

Remarque 3.21. Normal = régulier mais pas l'inverse en général.

Proposition 3.22 (Caractérisation de la normalité). Soit (X,T) un espace topologique t.q. tout singleton
est fermé. Alors,

(X, T) est normal <= VA C X fermé par rapport a T,YU € T, ACU,3VET t.q ACVCVCU

Preuve. La preuve est tres semblable au cas de la régularité en remplagant {«x} par A. O
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Remarque 3.23.

1. 1l existe des espaces normaux dont certains sous-espaces ne sont pas normaux

2. Tl existe des espaces normaux (X,7T), (X', T’) dont le produit n’est pas normal

Proposition 3.24. ?Etre normal” est une propriété topologique.

Preuve. Soit h: (X,T) — (X', T’), un homéomorphisme. Sans perte de généralité, on peut supposer (X,7)
normal. Soient A’, B’ C X’ fermés par rapport a 7' et tels que A’ N B’ = () . Considérons h=1(A’),h=*(B’)
qui sont fermés par rapport a 7 car h est continue.

Comme (X, 7)) est normal,

,VeTtqUNV=0et i (A)CURK(B)CV
Clairement
ANB =0 = W' (A)nh Y(B)=0
Alors, comme h est une application ouverte, h(U),h(V) € T’. Par ailleurs, comme U NV = @ et h est
injective, on a h(U) N h(V) = 0. Et on a
A =h(h™HA") ChU),B = h(h~*(B')) C h(V)
ou on utilise la surjectivité de h. O

Remarque 3.25. Les preuves que ”étre régulier” et ”étre de Hausdorff” sont des propriétés topologiques sont
semblables.

Proposition 3.26 (Sources d’espaces normaux). Un espace topologique (X, T) est normal si une des condi-
tions suivantes est vérifiée :

1) (X, T) est régulier et admet une base dénombrable
2) (X,T) est métrisable

3) (X,T) est compact et de Hausdorff

Preuve.
Soient A,C' C X, des fermés par rapport & 7 t.q. ANC =0

1 Va € A, comme a € X\C et C est fermé, il existe un ouvert U € T t.q. a € U C X\C. Comme (X, T)
est régulier, par la caractérisation de la régularité, on sait que
IB,€Btq.a€eB, CB, CU

ou B est une base dénombrable de la topologie.
De méme, Vc € C, on a

dB.€Bt.q. ce B.C B, C X\A
Par conséquent, on a
AclJB. cc s
acA ceC
Or, B est dénombrable, alors, il existe {a; : i € N} C A, {¢;:i € N} t.q. A C ey Ba,» C € Usen Be,
On pose alors

Be, € T,V =B, \|JBa, €T

=1

Un = Ban\

i}
TC:

~——
fermé
Observons que a,, € Up,c, € V, et que méme U, N A = B, N A, puisque B., C X\A4,Vi € N. De

méme, V,, NC = B., NC. On pose alors U = |J,,cyUn et V = ,,cy V. On affirme que
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(a) UNV =10
(b)y ACUCCV

Pour montrer le point (a) voyons que U,, NV, = 0, Ym, n.
Sim > n, alors

Un = Ba, \|J B, et Vo, = Bo,\| | Ba,, d'ott B.,, N Uy, =0 et donc Uy, NV, = 0
=1

i=1

et argument est similaire sim <n donc UNV =0
Montrons & présent (b),
On a par construction A C (J,, ey Ba,, Aot AN, ey Ba, = A ie.

A=JAnB,,)=JAnU,)=An ] U,
neN neN neN

On a alors bien
Ac|JU=vCcC|JVa=V e UNV=0

neN neN

Soit d, une métrique sur X telle que (X,7) ~ (X, 73). Soit a € A, comme a € X\C et C fermé, Je, >0
t.q. Bj(a,eq) N C = 0. De méme, Ve € C,3e. > 0 t.q. By(c,e.) N A = 0. Donc d(a,c) > max(eq,ec).

On pose
U= | Bala,z4/2),V = | J Ba(c,ec/2)
acA ceC

Alors
ACUCCVetUNV =0

On sait déja que compact + Hausdorff = régulier, par conséquent
Vae€ A,3U,,V, €T t.q ac U, CCV,et U, NV, =10

Ainsi, A C |J,ca U, or, A est fermé et (X, T) est compact. Alors, (A,7Ta) est compact donc on a que
n
Jay,.an € Atq. AC|JUs, =U
i=1

n .
On pose alors V = (., Vg, pour avoir

ACUCCV etUNV =0

Remarque 3.27.

Hausdorff |Réguliers |Normaux |Métrisables

Hausdorff N Compacts C Normaux
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3.4 Lemme d’Urysohn et conséquences

Lemme 3.28 (Urysohn). Si (X,7) est un espace topologique normal, alors VA, B C X fermés par rapport
aT t.g ANB =0 etVa <beR, il existe une application continue

(X, T) = ([a,b], (Tst)(ap)
f: e a:x €A
b:xeB

Exemple 3.29 (Exemple simple).
(X, T) = (R, Tst), A= [a1,02], B=[B1,32] avec ag < B1 et a =1,b=2
On peut alors simplement faire la prolongation de la fonction de maniére linéaire (on prolonge par une droite
entre les 2) mais c’est compliqué dans R?2
Preuve. Sans perte de généralités, on pose a =0 et b = 1. On commence par choisir une bijection
N — QnJo,1]

9" n qn t.q.

Affirmation 1 :
HU,:neN}CTtqg ACU,CX\Bettq ¢s<gqy = U; CU; (%)

Preuve de laffirmation. Par récurrence sur n, on pose Uy = X\B, la caractérisation de la normalité nous
dit que
dU, €T t.q ACU, CU, CU

on vérifie bien ¢; < qp.
Supposons & présent qu'il existe {Uy, ...,U,} C T qui vérifie (x), on veut trouver

G < qny1 = U; CUppa

Ups1 €T t.q ACU,+1 C X\B et
K @ AC U € X4 {Qn+1<Qj:>Un+1§Uj

On définit ' |
qx = max{q; : ¢; < gn11,0 <7 <n}et g =min{g; : gny1 <¢;,0 < j <n}

alors, qi, < qi, donc par (x), on a Uy, C Uj. - -
Par la caractérisation de la normalité, 3U,,41 € T t.q. Uy C Upy11 CUpyp1 C U, O

Affirmation 2, on définit

X — [0,1]
. 1 rx €D
. inf{g; : 2 €U;} :x€X\B

Alors,
fx)=0,VeecAet f:(X,T)— ([0,1],(Tst)o,1]) est continue
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Preuve.
e ACUy = siz e A, alors f(z) =0carinf{¢g; : 2 € U;} =0

e Continuité en zp € X, il y a 3 cas f(zo) =0, f(xzo) =1 et 0 < f(xo) < 1, on ne traitera que le dernier
cas. _
Observons que g € U; = f(x0) < g; et 0 € X\U; = f(x0) > ¢g;- On a que

s, tt.q. 0 <s < fzg) <t <1

Par densité des rationnels, 3¢;,¢; t.q. s < q; < f(wo) < g; < t, dott g € U;\U; € T et f(U;\U;) C
[9i, ¢;] C]s,t[ = continuité de f en xy. Et les autres cas sont semblables.

O
On a alors bien construit la fonction respectant les propriétés demandées. O

Théoréme 3.30 (Théoréme de métrisation d’Urysohn). Tout espace régulier qui admet une base dénombrable
est métrisable.

Preuve. On veut montrer que si (X, T) est régulier et admet une base dénombrable B, alors, 3 une application
continue et injective
F(X,T) = (RN« 7))

NxN

telle que f|7™() est un homéomorphisme et ot (RNXN,N*N st) est un espace métrisable car produits de
X

métrisables.
Bout de preuve : (X, T) est un espace régulier muni d’une base dénombrable B alors (X,7) est normal.

Soient By, B; € B={B,, : n € N}. Par le lemme d’Urysohn
By € B = 3fiy: (X, T) = ([0,1], (Tet)jo,1]) continue t.q. f(Bi) = {1} et f(X\B;) = {0}

Soit x € X et U € T. Alors, 3B; € B; t.q. € B; C U. Par la caractérisation de la régularité 3B € B t.q.
z € By C B, C B
Donc 3fy,; continue t.q. fri(z) =1 et fr (X\B;) = {0}
On définit
X - R!

r = fk,l(x)(k,l)el
Comme chaque composante est continue, on sait que la fonction elle-méme est continue.

De plus, elle est injective car, si x # 2’ € X,3B;, By € B, t.q. © € Bj,2’ € By, B;N By = (), on considere
x € By, C By, C By, alors fi () = 1 mais fi(2') =0 car 2’ € By C X\B; donc f(x) # f(z'), il reste & voir
que f |Im(f ) est une application ouverte O

f avec I = {(k,l) e Nx N: By, C B}

39



4 Autour de la notation de ”connexe”

4.1 Espaces connexes

Definition 4.1 (définition non standard de la PVI). Un espace topologique (X, 7) vérifie la PVI (propriété
de la valeur intermédiaire) si pour toute application continue f: (X, 7T) — (R, Ts) et Vo < y € Im(f), on a
que [z,y] € Im(f).

Proposition 4.2 (Caractérisation de la PVI). Un espace topologique (X,T) ne vérifie pas la PVI si et
seulement si U,V € T \ {0} tels que

UuV =X, eUNV=0
Preuve.
7 =" Si (X, T) ne vérifie pas la PVL, alors 3f : (X,7) — (R, Ts) continue et z < y € Im(f) tels que
[z,y] € Im(f). Autrement dit, il existe z € (z,y) tel que z ¢ Im(f).

Considérons f~1((—o0,2)), f~1((z,+00)) qui sont ouverts (par la continuité de f et comme on a associé
R & la topologie standard). Par ailleurs, ce sont des ouverts non vides, étant donné que [z, z) C (—o0, 2)
et (z,y] C (z,+00), et que par hypothese x,y € Im(f).

Ensuite, f~1((—o0,2)) N f~1((2,+00)) = 0, puisque (—o0, z) N (2, +0) = 0.
Enfin, f~1((—00,2))U f~((2,+00)) = X, puisque Yw € X, f(w) € (—00,2) U (2, +0).
Donc on peut poser U = f~1((—00,2)), V = f"1((2,+00)) etona U,V € T\{0} et UUV = X.
” =" Supposons que U,V € T\{0} tel que UNV =P et UUV = X. Choisissons a < b € R et définissons

X — R

f: . a: zeU
r b: eV

Cette application est bien définie car UNV = ) et définie pour tout z € X car UUV = X. Par ailleurs,
(X, T)— (R, Ts) est bien continue, car pour tout W € Tg:

0, a¢gWbgW
aceW,bgW
a¢ WbeW
a,beW

eT.

< S

f7Hw) =

P

Donc f est bien continue.
Enfin, pour tout ¢ € (a,b), ¢ ¢ Im(f). Donc (X, T) ne vérifie pas la PVL

O

Definition 4.3 (Séparation). Soit (X, 7 ) un espace topologique. Soient U,V € T\{(}. Le couple d’ouverts
U,V est une séparation de (X, 7)siUNV =0et UUV = X. Noté : U|V.

Definition 4.4 (Espace connexe). L'espace (X, 7) est connexe s’il n’admet aucune séparation.

Remarque 4.5. On a donc, par la caractérisation de la PVI :

(X,T) connexe <= (X,T) vérifie la PVI
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Exemple 4.6.

1. (X, 7g4r) : il n’existe aucune séparation car il y a un seul ouvert non vide. Donc c’est toujours connexe.

2. (X, Taisc) = si #X <1, alors Tgisc = Tgr donc connexe. Si #X > 2, alors il existe une séparation. Par
exemple, si on fixe xg € X, {zo}|X \{zo} ol ce dernier est non-vide car #X > 2.

3. Puisque, comme vu au cours d’analyse, ([a,b], Ts¢|[a,p)) vérifie la PVI, on sait que ([a,b], Tst|[a,5)) est
connexe.

Proposition 4.7 (Propriétés élémentaires).
1. Si (X, T) est conneze et A C X est ouvert et fermé par rapport a T, alors soit A = X, soit A= 0.
2. Limage d’un espace connexe par une application continue est connexe

3. Si (Y, Ty) est un sous-espace connexe de (X,T) et UV est une séparation de (X,T), alors soitY C U,
soitY CV.

4. 7étre connexe” est une propriété topologique (stable sous homéomorphisme).
Preuve.

1. Soit @ # A C X ouvert et fermé par rapport & 7. Par hypothese, A est ouvert et X\ A est ouvert (car
A est aussi supposé fermé). On vérifie immédiatement

AUX\A=Xet ANX\A=10

Alors, A|X\ A est une séparation ce qui contredit la connexité de (X, T).
2. Dans les séries d’exercices.

3. Soit U|V une séparation de (X, T). Considérons UNY,VNY € Ty. Alors
UnYy)u(vuy)=0uvV)NnY=XnY =Y

Et UnY)N(VnY)=UnV)nY =0

=0

Puisque (Y,7y) connexe, on ne peut pas avoir de séparations donc UNY =@ ou VNY = @, don
YCVouY CU.

4. Dans les séries d’exercices.

Proposition 4.8 (Caractérisation d’espaces connexes).

1. (Recollement) Soit (X,T) un espace topologique, soit {A; : i€ I} CP(X), on pose A= ]J,c; Ai.
St (Nier Ai # 0 et (As, Ta,) est connexe pour tout i € I, alors (A, Ta) est aussi conneze.

2. (Adhérence) Soit (X,T) un espace topologique et soit A C X. Si (A, Ta) est un sous-espace conneze,
alors (B, Tg) est aussi conneze pour tout A C B C A.

3. (Produits finis) Tout produit fini d’espaces connexes est connezxe.
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Preuve.

1. Montrons que (4, T4) vérifie la PVI. Soit f: (A, 7Ta) — (R, 7s:) une fonction continue, et soit z <y €
Im(f). On veut montrer que [z,y] C Im(f).

Soit z € (x,y), puisque A = [J;.; Ai, on sait
Fig, i1 €1, ag € A4y, a1 € Ay, tels que f(ag) =z, fla1) =y.

e Siig =iy, on peut conclure:
fla,, : (Aiy, Tiy) — (R, Tst) est continue et x = f(ao),y = f(a1) € Im(f Aio)' Par hypothese,
(4;,,Ti,) est connexe, donc vérifie la PVI, donc il existe ay € A;, € A tel que f(aq2) = z.

e Si iy # i1, alors choisissons b € A;, N A;,. on a alors 2 cas distincts :

x = flag) < f(b) < f(a1) =y ou f(b) < f(ap) (ou f(a1) < f(b) est analogue)
En effet, si f(b) = f(ap) on peut se ramener au cas ig = 1.
Si f(b) < z, par la PVI pour (A4;,,7T;,), il existe a’ € A;, tel que f(b) < f(a') =2 < f(a1)
Si f(a1) > f(b) > f(aop), on a 3 cas :
— f(b) = z alors directement z € I'm(f)
— f(b) > z alors, par la PVI sur A;, on sait que z € [z, f(b)] C Im(f)
— f(b) < z alors, par la PVI sur A;, on sait que z € [f(b),y] C (f)

On a donc bien z € [z,y] = z € Im(f)

2. Par contradiction, on suppose (A,7T4) connexe et on suppose que A C B C A. Utilisons la car-
actérisation de ’adhérence.

Si U|V était une séparation de (B, Tp), alors il y aurait U,V € T tel que U =UNB, V =V N B avec

UUV =Bet UNV ={). La caractérisation de I’ adhérence impliquerait alors que UN A # 0 £V N A,
puisque U # ), et V # (), donc contiennent au moins un élément de B. Alors on aurait une Separamon
UNAVNA de A, vonyons que

UNA=UNAeTy, VNA=VNAET,

Alors
UNAUWVNA)=UUV)NA=BnNnA=A

Ce qui est une contradiction avec 'hypothese que (A, T4) est connexe. Donc il n’existe pas de séparation

de (B, Tg).

3. Soient (X,7T), (X’,T’) des espaces connexes. Puisque ”étre connexe” est une propriété topologique,
on a

Voo € X, ({zo} X X', Tiay # T) = (X', T') et xp€ X/(X x{ap}, T*Tpy) = (X, T)
Alors, ({zo} x X', Tiaoy * T') et (X x {zp}, T * T{’%}) sont connexes. Observons que (xg,z() €
({zo} x X')N (X x {z{}). Donc par le point 1,

Si Tagay = ({wo} x X') U (X x {x5}), alors (Tuquy, (T *T')7, ) est aussi connexe.
0
Observons que U, cx Teo.ey, = X x X et que (N, cx Teozy = X % {x0} # 0.

De nouveau par le point 1, (X x X', T * T") est alors connexe. Pour un produit fini quelconque, on
procede par récurrence en utilisant cette construction.

O
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4.2 Connexité par arcs

Definition 4.9 (Chemin). Un chemin dans un espace topologique (X, 7)) est une application continue
A ([O’ 1]v (7;7&)[0,1]) — (Xa T)
Si A(0) = xg, A(1) = 1, on dit que A est un chemin de xg vers x.

Definition 4.10 (Espace topologique connexe par arcs). L'espace (X,T) est connexe par arcs si pour tout
xo,z1 € X, il existe un chemin A dans X tel que A\(0) = xg, A(1) = ;.

Proposition 4.11 (Propriétés de la connexité par arcs).

1. Tout espace connexe par arcs est conneze

2. 7FEtre connezxe par arcs” est une propriété topologique
Preuve.
1. Ce résultat est démontré en série d’exercice

2. Soit h: (X,T) — (X', T") un homéomorphisme, sans pertes de généralités, supposons que (X, 7T) est
connexe par arcs. Alors, on a

Vap,x) € X', R ax)),hH(2) € X

et on peut construire le chemin

A+ (0.0 (T = (67 e {31 200000

Alors ho X : ([0,1], (Tst)po,1) — (X', T') est continue car composée d’applications continues et on a bien
hoA(0) =xy,hoA(1) =2}

O
Exemple 4.12.
1. (X, T4r) est connexe par arcs, car Vzo,z1 € X on peut poser

([07 ]‘]ﬂ (7:31&)[0,1]) - (Xv 7-gr)
A xo:t=
—

et cette application est bien continue car toute application est continue dans la topologie grossiere

2. (X, Tasic) n'est pas connexe si #X > 2 alors il n’est pas connexe par arcs (connexe par arcs —>
connexe)

3. (R™, T4t) est évidemment connexe par arcs (on peut intuitivement relier 2 points par une droite ou un
segment). Et, pour A C R™, si A est convexe (i.e. Vag,a; € A le segment qui les relie est inclus dans
A), alors (A, (Tst)a) est aussi connexe par arcs

On s’intéresse alors & un exemple trés connu de la topologie qui est connexe mais pas connexe par arcs
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Exemple 4.13 (La courbe sinus du topologue). On pose S = {(z,sin(1)) : 2 > 0} € R? avec (5, (Ts)s) un
espace topologique, on voit qu’il s’agit d’une espace connexe car il s’agit de I'image d’une application continue.

Considérons (S, (Tst)g) qui est également connexe par un résultat précédent (adhérence d'un connexe).

MATS par connexe par arcs, en effet, en prenant adhérence, on a rajouté ’ensemble {0} x [—1, 1], or, en
prenant les points (0,0) et (1,sin(1)), on voit qu’il est impossible de trouver un chemin qui les relie.

En effet, 8’il y avait un tel chemin, il y aurait un m > 0 t.q. si t > m, alors A(t) € S (car {0} x [-1,1]
est fermé). On construit ensuite, en utilisant la PVI de |m, +o0o[ une suite (¢,)nen € [0,1] qui converge vers
0 mais tele que la suite A(¢,,) ne converge pas. En effet, on peut définir la suite comme suit :

_ f(un,—1) : n impair
Altn) = {(un, +1) : n pair

qui est clairement divergente. Or, une application continue doit envoyer une suite convergente vers une suite
convergente mais il est clair que la suite u,,.

4.3 Composantes connexes (par arcs)

4.3.1 Cas connexe

Definition 4.14. Soit (X,7) un espace topologique. La relation de connexité sur X par rapport a T est
celle donnée par

A

! c qa. T,y €

z~T <= JAC X tq {(A,7j4) connexe

Remarque 4.15. On a vu en série d’exercice qu’il s’agit effectivement d’une relation d’équivalence

Definition 4.16 (Composante connexe). Soit (X, 7 ), un espace topologique, soit x € X, la composante
connexe de x par rapport a T est sa classe d’équivalence par rapport a ~, notée C,

Proposition 4.17 (Propriétés des composantes). Soient (X,T) et x € X
1. Posons €, = {AC Xz € A et (A,Ta) conneze}, alors Cp = J e, A
2. (Cy,Te,) est connexe
3. Cp = C, (i.e. Cy fermé)
4. St (X, T) n'a qu’un nombre fini de composantes connexes distinctes, alors, C,, € T,V € X

Preuwve.

1. Siy € Cy, alors x ~ y donc 3A C X t.q. z,y € A et t.q. (A, Ta) est connexe, d’ou A € C,, d'ou
C, C UAeez A. Par ailleurs, si A € C, et y € A, alors ¢ ~ y car € A aussi et (A, Ta) est connexe,
donc J,ce, A € Cp. Donc on a I'égalité Cp = U e, A-

T € ﬂ A, donc ﬂ A#(

AeC, Aec,

Puisque (A, 74) est connexe pour A € Cy, par recollement (Uyce, 4,7y, . 4) =W (C,,Te,) est
également connexe
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3. Par le point 2, on a que (Cy, T&o) est aussi connexe (car il s’agit de I'adhérence d'un connexe). Puisque
reC, CC,,C,€Cy, dott Cp, C Cy, Or, on a toujours A C A, VA C X donc €, = C,.

4. Si Jzy,...,2, € X tq. X =11, Cziﬂ Alors V1 < j < nona Cy; = X\([];;Cs;) et comme
11, £ C., est une union finie de fermés, elle est fermée et on a bien C,, € T, Vz € X
O
Exemple 4.18.

1. (X,T) connexe, x € X alors C; = X car x € X et (X,7T) connexe d’out X € €, - une seule composante
connexe.

2. (X, Tdisc), v € X = Cyp = {a} car ({2}, Taisc) = ({2}, Tgr) est connexe, tandis que ({2, y1,...,Yx}, Taisc)
n’est pas connexe pour tout k >.

3. (Q,(Tst)g), z€Q = Cy={z}carsiz#yecUe (Ty)g, alors IV €Ty t.q. U=V NQet Iz €V
t.q. x < z <y et z€ R\Q d’ou 3 séparation de U (UN] — o0, z[, UN]z, 00]).

Remarque 4.19. (X,T) = (X',7') = les deux espaces ont le méme nombre de composantes connexes
disjointes, c’est-a-dire qu’il existe une bijection

Cr — Gh(z)
Doncsi (X, T) et (X', T’) n’ont pas le méme nombre de composantes connexes, ils ne sont pas homéomorphes.

4.3.2 Connexe par arcs

Definition 4.20. Soit (X,7), un espace topologique, la relation connexité par arcs noté ~ est définie par
arc

x ~ Yy <= dchemin Adez ay

arc

Lemme 4.21. ~ est une relation d’équivalence
arc

Preuve. Preuve par dessin au tableau mais pour l'idée :
e Réfléxivité : Un chemin constant est continu

e Symétrie : Si on part d’'un point et qu’on arrive a 'autre, on peut forcément faire le chemin inverse

At) = A1 — t)

:0<t<0.
e Transitivité : X' (t) = {i,(étg —'1—00?))t'_() (5) 5< f <1
O

Definition 4.22. Soient (X,7) et € T, la composante connexe par arcs de x est la classe d’équivalence
de x par rapport a ~ noteé :
arc

P,

Proposition 4.23 (Propriétés des espaces connexes par arcs).

"Réunion disjointe, notons d’ailleurs que I'union est disjointe car il s’agit de classes d’équivalences
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1. SiPx ={AC X :(A,Ta) conneze par arcs,x € A}, alors Py =J cp, A
2. (Py,Tp,) est bien connexe par arcs

Remarque 4.24. P, # P, en général (voir courbe sinus du topologue)

Preuve. 11 est en fait plus simple de commencer par prouver le point 2 puis le point 1, nous allons alors
procéder a l’envers

2. Soient x,y € P, on sait que x ~ y, donc il existe un chemin A continu tel que A(0) = z et A(1) = y,
arc
donc (Px, Tpy ) est bien connexe par arcs.
1. Si A€ P, alors AC P, car Vy € A, 3 chemin A de x vers y, d'ou x ~ y donc |J,cp A C Py
arc i
Par le point (2), on sait que (P,, 7p,) est connexe par arcs et contient z, d’ou P, € P, ce qui implique
que X C UAe'Px A et nous permet de conclure.

O

Remarque 4.25. 3h : (X, T) — (X', 7’') homéomorphes = 3 une bijection entre les ensembles de com-
posantes connexes par arcs

Py +— Ph(m)

4.4 Versions locales de la connexité

Definition 4.26. Soit (X,7) un espace topologique. Soit x € X, alors (X, T) est localement connexe (par
arcs)en z siVU € T t.q. x € U, IV € T t.q.

1. VCU
2.z€V
3. (V,Tv) connexe (par arcs)

Si (X, T) est localement connexe (par arcs) en tout z € X, alors on dit qu'il est localement connexe (par
arcs).

Proposition 4.27 (caractérisation). Un espace topologique (X,T) est localement connexe (par arcs) si et
seulement si toute composante connexe (par arcs) de tout ouvert U € T est aussi ouverte.

Preuve. =: Soit U € T. Soit C une composante connexe (par arcs) de (U, Ty). Soit z € C, d’ou C' = C,.

Puisque (X, 7) est localement connexe (par arcs), il existe V,, € T tel que z € V,, C U et (V,,Ty,) est
connexe (par arcs). Par Proposition 4.17 (1), on peut en déduire que V,, C C, = C. On conclut que C est
bien un ouvert, car C' = {J, ¢ Va-

<: Soit U € T, et soit € U. Soit C,, la composante connexe (par arcs) de (U, Tyy) qui contient x.
Par hypothese C,. € T, donc on peut poser V = C,. et satisfaire les conditions de la Définition 4.26. [

Corollaire 4.28. Si (X,T) est connexe et localement connezxe par arcs, alors il est connexe par arcs.

Preuve. Si (X, T) n’était pas connexe par arcs, alors il admettrait au moins deux composantes connexes par
arcs, i.e., on aurait X = [[,.; Py, ol la cardinalité de I est au moins 2. Par la caractérisation de la connexité
locale par arcs, chaque P,, est un ouvert. On aurait alors une séparation de X

(Pz”X N Pxi)

pour tout i € I, ce qui contredirait le fait que (X, 7T) est connexe par hypothese. O
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Exemple 4.29. D’oli on sait que (5, Tg) n’est pas localement connexe par arcs car connexe mais pas connexe
par arcs.
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