
Le lemme dutube : Sount (X
,
5)
,
IX15') dy

espaces topologiques ,
avec (X13') compact.

Soit W-9* 9 ! Sil existe XeX tq
<xo3xX1 W

,
alors it existe MeStq

XtC et UxX' = W .

W

↑roX
Ux

Proposition : tout product fini despaces compacts
(x3xX/

-

est compact .

We
-



ii) Le cas general

Le lemime de Zorn : Soit (A,) un ensemble muni d'un

ordre partil strict . Si fout sous-ensemble totalement

ordonne de A admet une borne superience dans A ,
alors

A admet un element maximal
,i
. e
.,
5 meAtq

mk a Fat A.

Lemme 1 : Sort X un ensemble , et soit A=P(X)..

Si d verific la PIF
,
alors 5 DEPIX) +q

· A =D
,

· D verifie la NIF
,
et

· B & 3 = E ne verifie sas laPIF.

Lemme 2 : Sat X un ensemble
,
et soit DEPIX)

maximal pr . a la PIF . Alors

i) Dr
, -- DneD =Div--nDn ED,

et

ii) AtPIX) et ANDFDED = AtD .

Theorime de Tychonoff : Tout product despace
compacts est compact.



③ Notions de separabilite

But : Etudier differents degres auxquels on arrivea

"Separer" deux sous-ensembles disjoints d'un
espace topologique .

⑨ Espaces de Hausdorff

Motivation Eviter des "pathologies" telles que :

10) # X = 2 => [x] pas ferme dans (X
, Jgr)

(1) X= Gx
,y3 ,
5= 20 , 4y3, X] => Lys pas ferme pra J.

Aussi
,
avoir un bon contexte pour parker de convergence.

Defh : Un espace topologique (X
,
5) est de Hausdorff si

⑲ fx
,
xeX

,
x+ x ,
Ju

,
x ey +q Xel ,

x-h ,
et Unl = 0 .

11
. e
.,
on pent "separer" deux points dotincts .

)

Exemples : (0) #X2 => (X ,5) pas de Hausdorf

(v) IX
, Jdui) de Hausdorff #X

(1) (X ,5) metrisable => (X ,9) de Hausdorf

Lemme : Sort (X , 5) un espace topologique , et sat YIX
Si #Y so ,

alors Yest ferme p . r. a J
.



Corollaire : Si (X , 5) est un espace topologique de Hausdorff
et #X10

,
alors J: Sac.

Defn : Sort (X , 5) un espace topologique .

Um suite (n)ne

d'elements de X converge vers xeX si FUES tq
XtU

,
5 NuEIN tq nINu => XnEU .

* est alors une limite de la Suite (Xn)neN

Exemples : 10) (X . Sgr) : Tout xeX est une limite de toute
suite (Xn) neI

(b) (X
, Jdc) : F ste (xnIne ,

FXEX

(Xn)nei converge versNeNtqXn
= x Enz

,
N.

(1) X = Gx ,y3 , 5 = 50 ,
4y3 , Exy3] : la Suite (y) new converge

vers y etX !

Proposition : Sort (X , 5) un espace de Hausdorff. Si um

suite InIne converge , alors sa limite est unique.

Proposition : "Etra de Hausdorff" est un propriete topologique.

Proposition : Tout sous-expace compact d'un expace topologique
de Hausdorff est forme.



🔗

Proposition : Soit F : (X , 5) -IX'
,
i'l une application

continue et bijective. Si (X ,5) est compact
et IX151 est de Hausdorff

,
alors f est en

fait un homomorphisme.


