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Question 1 (20 pts). Petits problèmes

1. (10 pts) Soit (X, T ) un espace topologique métrisable. Soient A ⊆ X et x ∈ X. Démontrer
que x ∈ A si et seulement s’il existe une suite d’éléments de A qui converge vers x.

2. (10 pts) Soit (X, T ) un espace topologique compact et de Hausdorff. Soit Y ⊆ X fermé par
rapport à la topologie T . Soient C et C ′ des composantes connexes de (X, T ) telles que
C ̸= C ′.

Montrer qu’il existe une application continue

f : (Y, TY ) →
(
[0, 1], (Tst)[0,1]

)
telle que f(y) = 0 pour tout y ∈ Y ∩ C et f(y) = 1 pour tout y ∈ Y ∩ C ′.

Question 2 (60 pts). Vrai ou faux, avec justification

1. (15 pts) Soit T la topologie de sous-espace sur le cercle

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

induite par la topologie standard sur R2. Soit T = S1 × S1, le tore, muni de la topologie
produit T ∗ T . Soit {

fj : (T, T ∗ T ) → (Yj , Tj) | j ∈ J
}

un ensemble d’applications tel que si une suite (zn)n∈N dans T converge vers z, alors la suite(
fj(zn)

)
n∈N dans Yj converge vers fj(z), pour tout j ∈ J .

Poser f = (fj)j∈J : T →
∏

j∈J Yj .

Existe-t-il A ⊂ T , a ∈ Ā et U ∈ ∗j∈J Tj tels que f(a) ∈ U et U ∩ f(A) = ∅?

2. (15 pts) Soit T la topologie de sous-espace sur le cercle

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

induite par la topologie standard sur R2. Est-ce que (S1, T ) est homéomorphe à (R, Tst)?
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3. (15 points) Soit (G,µ, e, T ) un groupe topologique, i.e., (G, T ) est un espace topologique, et
(G,µ, e) est un groupe, où la mutiplication

µ : (G×G, T ∗ T ) → (G, T )

est continue, et e ∈ G est l’élément neutre e. Si (G, T ) est connexe et localement connexe par
arcs en e, est-ce que (G, T ) est connexe par arcs?

4. (15 points) Soit (X, T ) un espace topologique. Supposons qu’il existe {Xn | n ∈ N} ⊂ P(X)
tel que

• X =
⋃

n∈N Xn,

• Xn ∩Xn+1 ̸= ∅ pour tout n ∈ N, et

• (Xn, TXn) est connexe pour tout n ∈ N.

Soit f : (X, T ) → (S1, (TR2)S1) une application continue. S’il existe x, x′ ∈ X tel que
f(x) = (1, 0) et f(x′) = (−1, 0), est-ce qu’au moins l’un de (0, 1) et (0,−1) est forcément dans
l’image de f?

Question 3 (20 points). Etude théorique

Soient
{
(Yj , Tj) | j ∈ J

}
une collection d’espaces topologiques, et soit X un ensemble. Soit

{fj : X → Yj | j ∈ J} une collection d’applications.
Soit T ⊆ P(X) la topologie la plus grossière telle que

fj : (X, T ) → (Yj , Tj)

soit continue pour tout j ∈ J , que l’on peut appeler la topologie induite par la collection {fj | j ∈ J}.

1. (5 points) Donner une description explicite (ou construction) de T et justifier.

2. (7 points) Supposer que pour tout x ̸= x′ ∈ X, il existe j0 ∈ J tel que fj0(x) ̸= fj0(x
′).

Montrer que si (Yj , Tj) est de Hausdorff pour tout j ∈ J , alors (X, T ) est aussi de Hausdorff.

3. (8 points) Soit (X ′, T ′) un espace topologique, et soit g : X ′ → X une application. Montrer
que g : (X ′, T ′) → (X, T ) est continue si et seulement si fj ◦ g : (X ′, T ′) → (Yj , Tj) est
continue pour tout j ∈ J .
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