EPFL — Automne 2025 D. Striitt

Analyse III - CGC GC SIE Exercices

Série 2 18 septembre 2025
Remarque.

Certains exercices proviennent du livre Analyse Avancée pour Ingénieurs, par B. Dacorogna et C.
Tanteri.

Exercice 1 (ex 1.1, p. 7, corrigé p. 8).

Soit
F(z,y,z) = (y2 sin(zz), e¥ cos(z? + 2),log(2 + cos(xy))) = (F1, Fy, F3).
Calculer :
(7) grad Fy, grad F, grad F
(i1) div F
(éii) rot F.

Exercice 2 (ex 1.2, p. 7, corrigé p. 8).
Si f:R®— Rest CLR?) et F: R? — R? est C}(R?R3?), alors parmi les expressions suivantes
lesquelles ont un sens ?

(i) Vf (7v) div f (vit) rot f
(i) f-Vf (v) div(f - F) (viii) f-rot F
(@i) (F,Vf) (vi) rot(f - F) (iz) rotdiv F

Exercice 3 (exemple 1.3, p. 6).
Soient = (z1,...,%n), a = (a1,...,a,), et r: R — R définie par r(z) = ||z — al| = (s —a)?
Soit f le champ scalaire défini par f(x) = 1/r(x). Calculer Af.

Exercice 4 (ex 1.6&1.7, p. 8, corrigé p. 11).
Soit 2 ¢ R? un ouvert. Montrer que :

(i) Si f € CL(Q) et g € C?(Q), alors :
div(fegradg) = fAg + (grad f, grad g)

(1) Si f,g € CY(Q), alors :
grad(fg) = f gradg + g grad f

(iii) Si f € C1(Q) et F € CHQ,R3) alors :
div(fF) = fdiv F + (F, grad f)

(iv) Si F € C?*(Q,R3), alors :
rotrot F' = —AF + grad div F,
ou pour F = (Fl,FQ,Fg) on note AF = (AFl,AFQ,AFg).
(v) Si feCHQ)et FeCH{QR?), alors :
rot(fF)=grad f A F + frot F
Exercice 5 (ex 1.4, p. 7, corrigé p. 9).
Soit f € C%(Q), ot
Q= {(x,y) eR?: z,y> 0}.
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(7) Montrer que, si
9(r,0) = [ (rcosf, rsin0) = f(z,),

alors
Pg(r.6)  109(r,6) = 10°%9(r0) O f(zy)  f(zy)
or? r Or T Oy?

(it) Calculer Af pour
2
= /22 2 tan? ) .
f(z,y) 4+ Yy + (arc anx>




Solution des exercices calculatoires

Exercice 1 (1)
VFy =(y?z cos(z2), 2y sin(xz), xy* cos(x2))
VFy =(—2ze¥ sin(2? + 2), e cos(z? + 2), —e¥ sin(2? + 2))

VE, — <_ y sin(xy) - x sin(zy) ,O>
2+ cos(zy)’ 2+ cos(xy)

(7) div F = y?z cos(xz) + €Y cos(z? + 2)

(i)

z sin(zy) (2 2 y sin(zy) (2 : )
tF=(——"""+¢Y , = —2(zeY sin(xz
ro ( 3+ cos(ay) + eYsin(z” + 2), xy” cos(xz) + 2 + cos(zy) (ze¥ sin(z” + 2) + ysin(zz))
Exercice 3 3;3”
Exercice 5 (i) 2%t



