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Remarque.
Certains exercices proviennent du livre Analyse Avancée pour Ingénieurs, par B. Dacorogna et C.
Tanteri.

Exercice 1 (ex 1.1, p. 7, corrigé p. 8).
Soit

F (x, y, z) =
(
y2 sin(xz), ey cos(x2 + z), log(2 + cos(xy))

)
= (F1, F2, F3).

Calculer :
(i) grad F1, grad F2, grad F3

(ii) div F

(iii) rot F.

Exercice 2 (ex 1.2, p. 7, corrigé p. 8).
Si f : R3 → R est C1(R3) et F : R3 → R3 est C1(R3;R3), alors parmi les expressions suivantes
lesquelles ont un sens ?

(i) ∇f

(ii) f · ∇f

(iii) ⟨F, ∇f⟩

(iv) div f

(v) div(f · F )
(vi) rot(f · F )

(vii) rot f

(viii) f · rot F

(ix) rot div F

Exercice 3 (exemple 1.3, p. 6).
Soient x = (x1, . . . , xn), a = (a1, . . . , an), et r : Rn → R définie par r(x) = ∥x − a∥ =

√∑n
i=1(xi − ai)2.

Soit f le champ scalaire défini par f(x) = 1/r(x). Calculer ∆f .

Exercice 4 (ex 1.6&1.7, p. 8, corrigé p. 11).
Soit Ω ⊂ R3 un ouvert. Montrer que :

(i) Si f ∈ C1(Ω) et g ∈ C2(Ω), alors :

div(f grad g) = f∆g + ⟨grad f, grad g⟩

(ii) Si f, g ∈ C1(Ω), alors :
grad(fg) = f grad g + g grad f

(iii) Si f ∈ C1(Ω) et F ∈ C1(Ω,R3) alors :

div(fF ) = f div F + ⟨F, grad f⟩

(iv) Si F ∈ C2(Ω,R3), alors :
rot rot F = −∆F + grad div F,

où pour F = (F1, F2, F3) on note ∆F = (∆F1, ∆F2, ∆F3).
(v) Si f ∈ C1(Ω) et F ∈ C1(Ω,R3), alors :

rot(fF ) = grad f ∧ F + f rot F

Exercice 5 (ex 1.4, p. 7, corrigé p. 9).
Soit f ∈ C2(Ω), où

Ω =
{

(x, y) ∈ R2 : x, y > 0
}

.
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(i) Montrer que, si
g (r, θ) := f (r cos θ, r sin θ) = f(x, y),

alors
∂2g(r, θ)

∂r2 + 1
r

∂g(r, θ)
∂r

+ 1
r2

∂2g(r, θ)
∂θ2 = ∂2f(x, y)

∂x2 + ∂2f(x, y)
∂y2 = ∆f(x, y).

(ii) Calculer ∆f pour

f(x, y) :=
√

x2 + y2 +
(

arctany

x

)2
.
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Solution des exercices calculatoires

Exercice 1 (i)
∇F1 =(y2z cos(xz), 2y sin(xz), xy2 cos(xz))
∇F2 =(−2xey sin(x2 + z), ey cos(x2 + z), −ey sin(x2 + z))

∇F3 =
(

− y sin(xy)
2 + cos(xy) , − x sin(xy)

2 + cos(xy) , 0
)

(ii) div F = y2z cos(xz) + ey cos(x2 + z)

(iii)

rot F =
(

− x sin(xy)
2 + cos(xy) + ey sin(x2 + z), xy2 cos(xz) + y sin(xy)

2 + cos(xy) , −2(xey sin(x2 + z) + y sin(xz))
)

Exercice 3 3−n
r3

Exercice 5 (ii) 2+
√

x2+y2

x2+y2
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