EPFL — Automne 2025 D. Stritt
Analyse III - CGC GC SIE Corrigé
Série 9 13 novembre 2025

Exercice 1 (ex 7.7 p. 89, corrigé p. 97).
Vérifier le théoréme de Stokes pour F(z,y,2) = (0,22,0) et ¥ le triangle de sommets (1,0,0), (2,2,0)

et (1,1,0).
Solution :
Calcul rot F(z,y,z) :
On a
er €z €3 er ez €3 0
rot F(z,y,z) = % % %:a% a@g 8% =1|0
F F, Ij 0 =z 0 2z

Dessin X :
On observe que X est dans le plan z =0 :

Observons que le domaine dans R? est y-simple. On peut également le découper en deux domaines z
simples, mais dans ce cas, il faut faire attention a choisir la méme orientation de la normale dans les
deux parties de 'intégrale. On présente donc que la variante y simple (On pourrait aussi utiliser les
coordonnées triangulaires vues dans la série 1, mais la, ¢’est quand méme un peu overkill)

Calcul / é rot F'ds :

On paramétrise 3 avec o {(z,y) € R? : 1<z <2, 2(z —1) <y <z} — R3 définie par

o(z,y) = (z,y,0)



rot F(o(x,y)) = (0,0, 2z)

€1 €9 €3 0
oz Noy=1 0 0|=1]0
0 1

0 1
2 rx
// rot Fds :/ / ((0,0,2z), (0,0, 1)) dyda
by 1 2r—2

:/122x(x—(2x—2))dx

2
:/ dx — 22°%dx
1

9 r=2
:[2x2—x3]
3 r=1
16 2
=8 - ——2+4 =
3 +3
_24—16—6+2_4
N 3 3

Calcul F dl:
(0>

Le bord de A= {(z,y) € R? : 1 <2 <2 2(z—1)<y<x} sesépare en 3 parties :

Yy
Iy
I'
I's
v [1,2] — R? @
() = (t,2t —2)
oovi(t) = (t,2t —2,0)
(0om) () = (1,2,0)
Y1 [1,2] = R? o
’72(t) = (ta t)
oo (t) = (t,t,0)
(0 o) (t) = (1,1,0)
v3: [0,1] — R? S

'73(t) = (17t)
oo~ys(t) = (1,t,0)
(0 om3) () = (0,1,0).



Ainsi,

2 2 2 t=2
/ }Wﬂ/<mﬁﬁMmeﬁ:/2ﬂﬁ:[ﬂ
Jo(Dy) 1 1 3

t=1
_16 2 14
3 3 3
: 2 2 1 t=2
[ orea= [ (020.00.0)d= [
Jo(T'2) 1 1 3 Ji=1
8 1.7
3 3 3

L F“”ZT«QLO%@JJWd#:AIMtzl

Fodl=+ zvm—/ }vw—/ Fd
oy o(T1) Jo(T'2) Jo(T'3)

47 1_4
3 3 3

qui est le résultat attendu.

Exercice 2 (ex 7.6 p. 89, corrigé p. 96).
Vérifier le théoréme de Stokes pour F(z,y,z) = (0,0,y + 2?) et

Ez{(az,y,z) eR3: 22+ 2 +22=4, 2,9y,2>0, Ogarccosg §8L1rctamg <

|y
——

x
Solution :
Calcul rot F(x,y,z) :
On a

e ey e3 er  es €3 1

0 o) 0 0 o) o)

rotF(m,y,z): 9z oy Oz = |9z By oz =10

F F, F3 0 0 y+ 22 0

Dessin ¥ :

On passe en coordonnées sphériques (z,y, z) = (r cosOsin p, rsin @ sin , r cos p) avecr > 0,0 € [—m, 7]
et ¢ € [0,7]. Nos conditions deviennent

P+l =4er=2

z,y>0s0¢€ {0,

|
|

z 70 7
Ogarccosf§arctang§—<:>0§g0§9§—
2 x = 2 2

NMIERE!

ZZO(:)ch[O,



Calcul / é rot F'ds :

On paramétrise ¥ avec o: {(f,¢) € R? : 0 < ¢ <6 < I} — R3 définie par

o(0,¢) = (2cosBsin p,2sinfsin p, 2 cos )

rot F'(o(0,¢)) =(1,0,0)

e1 €9 es —4 cos 6 sin? %
og Ao, =|—2sinfsingp 2cosfsinp 0 = | —4sinfsin?p
2cosfcosp 2sinfcosep —2sing —4sin @ cos p



Variante 1 : dpdf

T
/ rot Fds :/2 / <(1, 0,0), (—4 cos 0 sin? p, —4sin fsin® ¢, —4 sin ¢ cos go)> dpdf
b 0o Jo

Variante 2 : dfdy

z 0
=— 4/2 cos@/ sin? odpdh
0 0

5 1 p=0
:—4/ cos@{z(go—simpcosw)}
0

»=0

:—4/5 cos@% (0 —sinfcos @) do
0

:—2/590030—sin000829d0
0

=1

[

:—2/590080619— [200839:|
0 3 9=0

:—2/290059d9+2
0 3

_r 5 2
BP9 ([9 sin0))_2 — /2 sin 9d9> +3
0
—_ 9
:—W—2[0089]2:5+§
2
=— 24+ =
T+ +3
8
3

u=2~0
v =1 v =cosf

v =sinf

/ rot F'ds :/5 /5 <(1,0,0) , (—élcosesin2 @, —4sin 0 sin? p, —4 sin ¢ cos gp)>d«9dg0
b)) 0 ©

:—4/5 sin2g0/5 cos 0dfdy
0 @

o 3 . 9 . 0=7
=— 4/0 sin” o [sin 0],_ > de

:—4/231n2g0—sin3<pdg0
0

:—4/2sinzgp—singp(l—COSQLp)dgp
0

:4/2 — sin? p+singp — cos? psin wdy
0

1 1 1
=4 [—(p—i— — COS SN — COS Y + — COS

2 2 3
4 8
—— 4— === _
T+ 3 3 T

=%

»=0

On aurait aussi pu trouver les primitives des fonctions trigonométriques en utilisant les formules

d’Euler.
Calcul

F-dl

)3
Le bord de A = {(6,¢) € R? : 0< ¢ <6 < Z} se sépare en 3 parties :



Y1 [0, g] — R?

71(t) = (t,0)
oov1(t) =(0,0,2)

est un point, on enleve !

Y2 [0, ﬂ—] — R2

Y2(t) = (;rat)

oo(t) = (0,2sint, 2 cost)
(0 072) (t) = (0,2cost, —2sint)

™
V3 |:07 2:|

73(t) = (1)
ooys(t) = (2 costsint,2sin’t,2 cos t)

(0 or3) (t) = (—2 sin?t + 2cos?t,4sint cost, —2sin t)



Wl

<<O, 0,2sint + 4 cos? t) ,(0,2cost, —2sin t)> dt

/ F~dl:/
Jo(Ts) 0

:/2 —4sin?t — 8sint cos? tdt
0

3

. 8 417
= [—2 (t —sintcost) + - cos t]
3 t=0

= — 7T - =

3

/ F-dl :/2 <<0,0,2sin2t+4c082t) , (—2sin2t+2cos2t,4sintcost,—2sint>>dt
.O‘(F;«;) D
:—4/2 sin® ¢ + 2sin t cos? tdt
0
:—4/2 sint — sint cos® t + 2sin t cos? tdt
0

= —4/2 sint + sin t cos® tdt
0

1 t=3

=—4 {—cost—cos?’t} ’

3 =0
4 16
=—4-—-=-=
3 3

/F~dl:+/‘ F-dl—/ Fdl==—n
b Jo(T2) Jo(Ts) 3

qui est bien le résultat attendu.

Exercice 3 (ex 14.1 p. 219, corrigé p. 223).

Soit f : R — R une fonction 27-périodique telle que f(z) = &™) sur [0, 27 .
(7) Esquisser le graphe de f et le graphe de f'.

)
(7) Calculer la série de Fourier F'f de la fonction f.
(7¢) A laide du théoreme de Dirichlet, comparer F f et f sur [0, 27].
)

(iv) A laide des deux questions précédentes, montrer que

i D" _ 7
Y

n=2

Solution :

(7) Les graphes de f et f’ sont les mémes.

" L 4 L 4
L T 1 T v y 7 T

ST ST T o W &

-t




(%) On aici T =27 et f(x) = €* ™ pour z €]0,27[. Ainsi, pour n > 1,

2 g 1 2 T—m 1 T—m)T=2T 1 T -\ 2sinh 7
O_T/o f(x)dx—;/o e da:—;[e == (—e™) ="

s s

an T/f cos( x)dm

:—/ e*" " cos (nx) dx
0

s

=1
On est ici face & une intégrande ou on peut intégrer/primitiver les deux parties du produit autant
de fois qu’on veut. On utilise dont I'IPP pour trouver une équation pour notre intégralelﬂ

o xr—T
u=e v = cos(nx)
I= / 7 cos nx) dx ' =e* ™ v = —nsin(nx)
21
1P [e*" ™ cos(nz)]’_, +TL/ ¢ " sin(nx)dz
0
27 e = si
0 u =e v = ncos(nz)
u

v

_ 2m
=" —e " +n <[ " sm(nac)}x_?r - n/ et cos(nac)d:c)
0

=" —e ™ —n?l
Ainsi, I est solution de
IT=¢" —e ™ —n?l
et donc
e” —e™™  2sinh(m)
1+n2  1+4n?
et pour finir le calcul des coefficients de Fourier réels en cosinus :
1 2 sinh
7. 2sin (m)

== ra

bn T/f sm( a:)daf

:—/ e*" T sin (nx) dx
0

™

I =

De plus,

Remarquons que grace au calcul que nous avons fait pour I, on a déja calculé cette intégrale :
2m
I=e"—eT"+ n/ e* T sin(nx)dx
0

2m 1
= / " Tsin(nx)de =— (I — €™+ e ")
0 n

! (2 sinh() _ 2 sinh(ﬂ))
n\ 14+n?
1 2sinh(7) — 2sinh(w) — 2n? sinh()
n 1+ n?
_ —2nsinh(7)
~ 1+4n?

1. pour un rappel sur la technique, voir exemple 9.17 (ii) ici : https://sma.epfl.ch/~struett/analysel/main_
proofs_at_the_end.pdf#theorem.9.17


https://sma.epfl.ch/~struett/analyse1/main_proofs_at_the_end.pdf#theorem.9.17
https://sma.epfl.ch/~struett/analyse1/main_proofs_at_the_end.pdf#theorem.9.17

(iid)

et on conclut

b —2n sinh(7)
" (14 n?)

et

n=1

sinh (7 2 sinh
N w( )+Z< (1+S~ﬂ)

Ff(zx)= 2 0 4+ Z (an cos (a:) dx + by, sin (Tw))
m)

2n sinh()
(14 n?)

s(na) — Sin(n:c))

n=1

s

_¢ - 6—777 S 7@ —e’ cos(nx ne _—¢) (™ —¢) sin(nx
- 2r 2 (77(1—1—712) (n) + (1 +n?) ( )>

n=1

Pour voir 'approximation : https://www.geogebra.org/calculator/q3utr3xp

Au graphes, on voit que f est C' par morceaux. Par le théoréme de Dirichlet, on a donc

Ff(r) =

flx=0)+ f(x+0) | f(x) si f est continue en x
B sinon.

5 Ha=0)+1(+0)

Sur le graphe également, on observe que f est continue sur |0, 27[. De plus en z = 0 et x = 2,

e +e ™

Ff(x)= 5 = cosh(m),

tandis que

On aimerait trouver

A partir de

f’: ( 2 sinh(7) cos(n) — 2n sinh () sin(n:c))

=\ 7(1+n?) (1 +n?)
En comparant le comportement en n de nos différents termes, a que (11—1)2” ressemble plus a
n

. . 2 sinh(m) 2n sinh(7) :
la partie en cosinus avec Tn?) du ’a la partie en sinus avec F(iny quia un n en trop au

numérateur.

On aimerait donc choisir x de telle sorte que cos(nz) = (—1)" et sin(nx) = 0. En prenant x = T,
on a exactement ceci. Ainsi, par le point précédent,

) — = sinh(m) <= [/ 2sinh(m) cos(nm) — 2n sinh(7) sin(mm
L=f(m) = Ff(r) = T2 +n§::1(7r(1+nz) (ne) — 2 sino)

_sinh(m) | = 2sinh(m) n B T 1

K +RZ::1 (1 —|—n2)(_1) z:: +n2 " 2sinh(m) 2

En sortant le terme n = 1 de la somme, on conclut

> > " 1 7r T
Z:: z:: 2 23inh(7r) T e

qui est le résultat voulu.

n

Exercice 4 (ex 14.2 p. 220, corrigé p. 224).
Soit f : R — R une fonction 2r-périodique telle que f(x) = (z — m)? sur [0, 27].

Ne)


https://www.geogebra.org/calculator/q3utr3xp

(7) Esquisser le graphe de f et le graphe de f’.

)
(#) Calculer la série de Fourier F'f de la fonction f.
(#i) A laide du théoréme de Dirichlet, comparer F'f et f sur [0, 27].
)

(iv) En déduire que

i (=)™ 2 . io: 1 2
= n? 12 = n? 6
Solution :
(4)
S -F AT -T T ZW LT
g C’k) S (x=TT) Ao CC-"L?:‘fl .
_&1/3\ -’l&/ /
(it) On aici T = 2w et f(x (x — )2 pour z €]0, 2x[. Ainsi, pour n > 1,

2 T 1 27 9 1T71 3 =27 271'2

=0

2 (T 2
0=y | H@)a = mPos (e ) do
T Jo
:l /271- (.’E — 77)2 COS(nI) d:,U u = (l’ - 7T)2 v = %Sln(naj)
e ' =2(x—m) v = cos(nx)
u 'U/
1 1 =27 1 o 1
IPP 1 {(33 )27 sm(na:)] - — 2(x — m)— sin(nz)dx
7T n =0 m™Jo n
2 B |
- (v — ) sin(nz) dv u, r—7 V=% cos(nz)
o v u =1 v = sin(nz)
u ’l}/
2 1 T=2m 2 2 q
T2 omreostnn)] -2 [T Leon(nats
nm n =0 ntJo n
2 — (— 2 1 r=27
= (T~ (=m) — [ sin(nx)}
n2mw n?m |n =0
- 4
==

10



2
(x —m) 2cos <;nx) dx

(x — ) sm(nx) dx

ez ], 16
) e

U,

IPP 1 [(x B F)z%l cos(nx)] =R + 2 /O%(q; — 1) cos(nx)dx

s

=0 nw
27 SO — 1

_2 (z — ) cos(na) do u/—x T v/ — sin(nx)

nm ——— u =1 v = cos(nx)

u V!

> (1 - sz~ [ sinnayas
=—— | [(x — 7) sin(nz — sin(nz)dx

7’L27T =0 0

=0

En réalité on peut observer sur le graphe que f est paire et donc, on peut tout de suite en déduire
que la série de Fourier de f n’a pas de partie en sinus.

On conclut donc

> 2 2
Ff(x) :% + Z <an coS (?m) dx + by, sin (;nm))

n=1
2 oo
s 4
=— + — cos(nz
n=1
Pour voir 'approximation : https://www.geogebra.org/calculator/bphvszwe
(7ii) En observant le graphe, on voit que f est C! par morceaux et continue et donc pour tout z,

Ffx) Dirichlet f(x—=0)+ f(x+0) fec® fa)

2
(i) On veut calculer > >° 2 a partir de > 02 2 cos(nz), il faut choisir = de telle sorte que
cos(nz) = 1 (le 4, on peut le sortir de la série sans probleme.) Ici, z = 0 fait l'affaire. On a
donc
7T o e}
n? = £(0) = Ff(0) = & Z Z
On veut calculer >7° (;12)71/ a partir de Y o> 2 cos(nz), il faut choisir = de telle sorte que

cos(nz) = (—1)™. Ici, x = 7 fait 'affaire. On a donc

o0 n 2

0=f(r)=Ff(r :% Z cos(n) Z T

=(pr

Exercice 5.
Soient f et ¢ deux fonctions continues par morceaux et périodiques de période 27. On considere la

fonction

ha) = [ fla—t)g(t)d.

0
(7) Exprimer les coefficients de Fourier complexes de h en fonction de ceux de f et g.
Suggestion : Utilisez une feinte du loup x =« —t 4+ ¢

(77) En déduire les coefficients de Fourier réels de h en fonction de ceux de f et g.

11


https://www.geogebra.org/calculator/bphvszwe

Solution :
On observe tout d’abord que h est aussi continue (par morceaux) et 2m-périodique. Pour n € Z, on
pose ¢, 9 et ch les n-iemes coefficients de Fourier complexes de f, g, et h respectivement. On calcule

mno mn’
2
n 2 / h —inx dr

T o /0 ( /0 " fa— gt dt) e " dy
= 5 /o% glte™ (/02 fla — et dm) dt

1 2 int 1 2m ny
=2r— te~ — Y dy | dt
Tor ), g(t)e (27r ; f(y)e y)

= 2meled.

On a procédé au changement de variable y = x — ¢.
Par les formules du cours, on peut déduire les coefficients de Fourier réels aZ et bg de h :

ag = 208 = 471'0563 = TI'CL(J;(Lg.
Pour £k > 1, on a

at=c 4y =on [cgcz + c’ikcﬂk}

al —ibl\ (af —ib? N al +ibl\ (af +ib?
2 2 2 2

=7 {aiai — bibﬂ .

=27

De manieére similaire, pour £ > 1, on a

bp =i (CZ - C}ik) = 2mi {cici — e k}

o af b\ (af —ib]\ (af+ib]\ (af+ibf
2 2 2 2

=7 alb? +bla?].
[k; kk}

Remarque 1.
La fonction h est souvent appelée la convolution de la foncton f avec la fonction g, et on la note par
f * g. Une définition alternative de cet "opérateur" de convolution * est

(f*g)(x =5 /27T x —t)g(t)dt.

Avec cette définition, on obtient que ¢/*9 = c/cd. C'est a dire que l'opération de convolution de
fonctions se traduit par une multiplication pour les coefficients de Fourier (une propriété analogue
sera observée pour la transformée de Fourier et la transformée de Laplace). Avec cette définition on
trouve aussi :

a,J:9:c£g+cfkg_c£ci+cfkcgk—7%&’“2 ,
Ip? 4 bl a?
b[* = i(cl* — *9) = i(clel — ¢ 0 ,) = aj, O ‘; k Ok
pour k € N* et
f g
* * anq,
f . 205 ngc{;cg: 020.
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