EPFL — Automne 2025 D. Striitt
Analyse III - CGC GC SIE Corrigé

Série 8 6 novembre 2025

Exercice 1 (ex 6.3 p. 66, corrigé p. 71).
Vérifier le théoréeme de la divergence pour F(z,y, z) = (zy,yz,xz) et

Q:{(az,y,z)ER3:O<Z<1—$—y, O<y<1—:z:,0<:13<1}.

Solution :

Calcul div F :

On a
oF, B B
%(%ya z) “ oz [zy] =y
O (,y,2) =2 [y2] = =
8y 7y7 _8y y -
0F3 B 0 B
g(%ya z) ~ o2 [v2] ==

div F(z,y,z) =x +y + =.

Calcul //Jé div F(z,y, z)dxdydz :

On reste en coordonnées cartésiennes. Vu que toutes les conditions sont affines, on s’attend a ce que
le domaine soit une région coincée entre des bouts de plans. On regarde rapidement ou ces choses
coupent les axes pour pouvoir faire un dessin :

(0,0,2) Q2 & 0<z<1
0,9,00 € & 0<y<l1
(2,0,0)0€Q < O0<ax<l1

2

A




On

a
1 pl—z pl—z—y
// div F(x,y, z)dxdydz :/ / / (x +y + 2)dzdydz
9) o Jo 0

1—x 1
/ a:—:v2—my+y—$y—y2+5(1—$—y)2dydz
0

1—x 9 9
/ "=y —2zy+xr+y
0

1
—1—5(1+x2+y2—2x—2y+2xy)dydx

| 1 1
/0 ——x? -y —ay + idydaz

/1

0 2 2

L | 1 1 1 1 1

2 3 3 2

S L QN Sy § L Y S Zxd
/0 57 +2:E 6( x) 2x( :c)—i—2 5Tz
11 1 1 1

_ -3 22 - -

_/0 27 T" T3ty

(1—3:U—|—3;U2—3:3> —%x(1—2m+x2)d$

14 14 1 1
:/0 535 —535 —§x+§
1 1

2

=

1 1 1 1
_6+ w—§w2+éw3—§x+x2—§x3da¢
11 1 1
3
= —x° — = —d
; T 2x+3x
1 I 1 1
24 4 3 8

Calcul // (F,v)ds, Variante 1 : On utilise la formule
(o]9]

//BQ (F,v)ds =+ //A (F(o(u,v)),04 A 0y) dudv,

ou le signe £+ dépend de si o, A 0, pointe vers lextérieur (4) ou l'intérieur (—)
Le bord de 2 se sépare en 4 parties :

le{x,y,z eRrR? . z2=0,0<y<1 —uz, OSxﬁl}—HRB’

( )
Eg:{(m,y,z)€R3 cz=1—-2x—y, 0<y<1-—u, 0§m§1}
{@y.2)eR® : 2=0,0<y<1,0<2<1—y}
24:{(aj,y,z)€R3 cy=0,0<z<1, nggl—x}



o {(x,y)€R2 0<y<1l—uz, OSxﬁl}—)]R?’

o(z,y) =(2,9,0)
)

F(o(z,y)) =(zy,0,0)
€1 €9 €3 0
oz Noy=[1 0 0|=1]0
0 1 0 1

Cette normale est intérieure. En effet, 31 étant le dessous du domaine, on s’attend a ce que la normale
extérieure pointe vers le bas, i.e. on s’attend a ce que la normale ait une troisieme composante négative.
Ici, 1 est positif. On peut aussi le voir sur le dessin :

2

M

Ainsi,

//z1 (Fv)ds == /01 /[;1_93 {(xy,0,0),(0,0,1)) dydr =0



Passons a la partie du bord suivante :
o: {(av,y)eR2 :0<y<1-—u, OSxSl}—HR?’

U(:L‘,y :(xa:%l — T — y)
F(o(z,y)) =(zy,y(1 —z —y),z(l — 2z —y)) = (xy,y — a2y — y*,x — 2* — )

€1 €9 €3 1
oz Noy=|1 0 —1=1]1
0o 1 -1 1

Cette normale est extérieure. En effet, >» étant la partie oblique du bord, on s’attend a ce que la
normale extérieure s’éloigne de l'origine dans la direction des x, y, z positifs, i.e. on s’attend a ce que
toutes ses composantes soient positives, ce qui est la cas ici. On peut aussi le coir sur le dessin :

Ainsi,

{1 2 L o 134 2}y_1_xd
= - Ty — —xY° — =y’ — T T
2y Y 2?4 3y yyzo
11 1
:/0 5(1—2x+m2)+x—x2—§x(1—2x+x2)
1
—5(1—3x+3$2—x3)—x2+3}3dm
11 1 1 1
:/0 5—90—1-5:62—1-3:—902—596—1-3:2—5353
—}+m—x2+}x3—x2+m3da;
3 3
e 3 1 1
3 2
= —-x° — = = —d
/0635 235 —|—2x+6a:
5 1+1 1 1
24 2 4 6 8

Passons a la partie du bord suivante :



7 {<y=z)€R2 r0<y<1, 0§z§1—y}

U(ya z :(Ov Y, Z)
F(a(y,z)) =(0,yz,0)

€1 €9 €3 1
oyNo,=|0 1 0]=1{0
0 0 1 0

Cette normale est intérieure. Vu que cette partie du bord est vers I’arriere, on s’attend que la normale
extérieure s’éloigne de l'origine dans la direction des x négatifs, i.e., on s’attend a ce que la premiere
composante de la normale est négative. Ici, 1 est positif.

Ainsi,

1 rl—y
—/ / ((0,2,0), (1,0,0)) dzdy = 0
0o Jo
Passons a la derniére partie du bord :
o: {(m,z)ERQ 1 0<z <1, nggl—x}—)R?’

o(x,z) =(x,0,y)
F(o(x,2)) =(0,0,22)

e1 ez es 0
o No,=|1 0 0|=1]-1
0O 0 1 0



Cett normale est extérieure. En effet, on s’attend a ce que la normale extérieure pointe dans la direction
des y négatif, i.e. la deuxiéme composante doit étre négative ce qui est le cas ici. Ainsi,

/LﬁF”““—%fAlwwﬁw@xueumdmxzo

Pour finir

//BQ (F,v)ds ://;1 (F,v)ds + /Ll (F,v)ds + + //21 (F,v)ds

—0+ L 4+0+0=1

8 )

et on a bien obtenu le méme résultat que dans le calcul de / / / div F(z,y, z)dzdydz.
Q

Calcul / / (F,v)ds, Variante 2 : On trouve les normales sur le dessin et on intégre des champs
02

scalaires.
Comme dans la variante 1, le bord se sépare en 4 parties :

Eh:“&%z€R3:z:Q0§y§1—%O§m§1}
2 ={(
{@,y.2
(

S ={(@y,2) €R® 1 y=0,0<2<1, 0<2<1—a}

)
r,y,2) ERY : z=1—z—y, 0§y§1—x,0§x§1}
)eR3:x:Q0§y§Logz§1—@

)

Vu que ces 4 surfaces sont a des angles réguliers avec les axes, on peutE| trouver a l'oeil les vecteurs
normaux unité.

1. en tous cas pour les parties du bord qui sont dans le méme plan que les axes. Pour .5, faut avoir un peu I’habitude
en géométrie.



%

Si v; est la normale extérieure unité sur ¥;, on a
v1 =(0,0,-1)
(Fyv)) = —xz
( 1 1 1 )
Vo = =y =y =
T \VBVE VB
1
Fovo) =—— (xy+yz +x2

(—=1,0,0)
(F,v) =—ay
vy =(0,—1,0)
(Fva) = —yz

Remarquons que ces 4 vecteurs sont bien de longueur 1, ce qui est important vu qu’on veut la normale
extérieure unité.
On reprend les paramétrisations de la variante 1 :

€1 €y €3 0
oz Noy=|1 0 0|=10
0O 1 0 1

low A oyll =1



o: {(my)€R2 c0<y<1—u, 0§x§1}—>R3

(.T,y) :(.%' y,1 a:—y)

<F( vay> 7($y+y—:cy YV +r—a —a:y)
— _ )
\/g(y+$ zy —y? IL‘)
€1 ez €3 1
0o 1 -1 1
loz Aoyl =V3

//g (Fyv)ds = /01 /01_;,; \}g (y tao—ay—y - x2) V3dydx

lri 1 1 y=1l-z
:/0 [23/ +xy—§a;y —3y3—a;y} d

y=0
11
:/0 5(1_2$+$)+$—x2—§x(1—2x+x)
1 2 3 2 3
_5(1_3x+3m _55)—113 + 2°dx
_/11 Ll 2 1. 1 4
_1+$_3¢2+1$3—x2+m3dm
3 3
9 3 3 1 1
= Ty = —d
06313 2 +2$+6$
5 1,11 1
24 2 4 6 8

(Remarquons que passé la deuxieme égalité, les calculs sont exactements les mémes que dans la variante
1. La simplification par v/3 est exactement la simplification par |o, A oyl qu’on a vu dans le cours.)

7 {(y’z)eRQ c0<y<1, nggl—y}—w@

a(y,2) =(0,y,2)
(F((y, 2)): Vo)) =0

€1 €2 e3 1
0O 0 1 0

de A Uz” =1

1 1—y
0 JO



o: {(x,z)eRQ :0<x <1, OSle—x}—ﬂR?’
o(z,z) =(z,0,y)
<F(O’(l‘, 2)), Vg(x,z)> =0

€1 €y €3 0
o, No,=|1 0 0]|=|-1
0 0 1 0

oz A o] =1

//21 (F,v)ds _/01 /0le Adzdz = 0
//BQ (F,v) ds = //E (F,v) ds + // (Fo) ds + N //E e

—o+1+ +0—1
s -8’

Pour finir

et on a bien obtenu le méme résultat que dans le calcul de / / div F(z,y, z)dzdydz.
Q

Exercice 2 (ex 6.6 p. 66, corrigé p. 74).
Vérifier le théoreme de la divergence pour F'(z,y,2) = (z,y, 2) et

Q:{(az,y,z)GR3:x2+y2+z2<4et J;2—|—y2<3z}.

Solution :

Calcul de div F

On a
o e B
%(%y,z) =~ [z] =1
oF, 0
- =— =1
S =5 [
0F; 0 B
W(fﬂ,y,?«‘) =5 [2] =1

div F(z,y, 2) =3

Calcul / / Jé div F(z,y, z)dxdydz, Variante 1 : Coordonnées cylindriques.

On passe en coordonnées polaires (x,y, z) = (rcos,rsinf, z), r > 0, 0 € [0,27], z € R. Nos conditions
deviennent

PP +2<4 & rP42<4
2
22 4% < 32 <:>§<z.



-2

On trouve les coordonnées du point (r*, z*) en résolvant le systéme

242 = —3+0+16
{rfz = P243z2-4=0 = z:+:—4,1

Vu que z* > 0 on déduit 2* =1 et r* = /4 — (2*)2 = /3.

Ainsi, notre domaine est

3
r L’ packie %
@fab@\[ tqee
£y

Ainsi, une paramétrisation du domaine z simple est

2

T
3

0= {(rcosG,rsinH,z) eR® : Hel0,2n], r e [O,\/g], <z< \/r2—4}

Alternativement, on peut découper le domaine en deux parties r simples

le{(TCOSQ,TSiDG,Z) €ER3 : 0e0,2n], z€0,1], ogrg\/@}

QQ:{(TCOSH,rsiHG,z) €R® : 0c0,2n], 2€[1,2], 0<r< \/4—z2}
Q=0 UQ

mais on ne présente pas les calculs dans ce cas, on présente uniquement les calculs dans le cas z-simple

10



Vu que le jacobien des coordonnées cylindriques est r, on a

21 /3 A2
/ / div Fdxdydz = / / / 5 3rdzdrdf
Q o Jo L

V3
:277/ 3V4 —r2r —r3dr
0

s 1,3
=27 [—(4 —r?)2 — 7’4}
4 r=0
3 9 3
_or (-(4 ~3)8 -3 +4z)

9
—or(-1-°+8
”( 4*)

_197r
2

Calcul //Jé div F(z,y, z)dzdydz, Variante 2 : Mi-sphérique, mi-cylindrique.

En découpant le domaine de la sorte :

la partie hachurée peut étre paramétrée en coordonnées sphériques. On trouve d’abord 'angle ¢* en
faisant un peu de trigonométrieﬂ

1

cos* = 3 sin * =

;>

Ainsi, on a Q = Q; UQy

0 —{(rcostincp,rsin@singp,rcosgo) eR® : He0,2n], r€[0,2], p € [O, ﬂ}

r
3
:{(rcose,rsine,z)ERS : 0 el0,2n], z€10,1], \/§z§r§\/§}

2
ng{(rcosﬁ,rsine,z) ER3 : 0e0,2n], r€ [0,\/3}, <z< T}

2. pour un rappel sur les angles trigonométriques a connaitre, voir : https://sma.epfl.ch/~struett/analysel/
main_proofs_at_the_end.pdf#theorem.0.50
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https://sma.epfl.ch/~struett/analyse1/main_proofs_at_the_end.pdf#theorem.0.50
https://sma.epfl.ch/~struett/analyse1/main_proofs_at_the_end.pdf#theorem.0.50

Vu que le jacobien des coordonnées sphériques est r2sin ¢, on a

27 2 T
// div F(z,y, z)dzdydz :/ / /3 3r? sin pdpdrdd
Q o Jo Jo
r=2 .
=27 [7’3} - [— cos gp]zzé”

(o ()
=167 (1 - ;) =87

et vu que le jacobien des coordonnées cylindriques est r, on a (en utilisant la premiére paramétrisation

z-simple)
2 V3
// div F(z,y, z)dzdydz :/ / /f 3rdzdrdf
Qo o Jo Jz

V3
:277/ V3r2 — r3dr
0

r=v3
3
=27 [7’ - 17“4]

/3 4
“2e(s-?)

s

2

r=0

ou, en utilisant le deuxiéme paramétrisation r-simple

2 1 3z
// div F(z,y, z)dzdydz :/ / / 3rdrzdf
Q2 0 0 3z

1132 r=vaz
0 r=v/3z
1 2
=2 % gidz
0o 2 2
9 3
:2 _— =
”(4 2)
s
2
Pour finir,
. . . 3r 197
// div F(x,y, z)dxdydz = // div F(z,y, z)dxdydz—l—// div F(x,y, z)dxdydz = 87r+7 =
Q Q1 Qg

Calcul / / (F,v)ds, Variante 1 : cylindrique, z est une fonction de 7.
00

Le bord de Q se décompose en 2 parties. La partie sphérique ¥ quand z = /4 — r2 et la partie
2
parabollique > quand z = %

1 :{(rcose,rsinﬁ,z) cR? : 00,20, re {O,\/ﬂ, 2= \/m}

2
Yo {(rcosﬁ,rsin@,z) eR3 : 09el0,2n], re [0,\/5}, z = 7“3}

Ainsi,
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o: [0,v3] x [0,27] - R?
o(r,0) = (r cosf,rsind, \/m)
F(o(r,0)) = (r cosf,rsinb, \/m)

r2cosf
€1 €2 €3 o
— 0 in ————|— | r2sing
or \Nog =| COS Sin >| = | r_sin
4—r A—r2
—rsinf rcosf 0 r

Cette normale est extérieure. En effet, la partie sphérique étant la partie du haut de notre domaine,
la normal extérieure pointe vers le haut, i.e. sa troisiéme composante doit étre positive. On peut aussi
tester la normale en # = 0 et » = 1. On a alors

o (1,0)=(1,0,v3
or Nog (1,0) = (1,0, 1) .

w

Sur le dessin, ¢a donne

Ainsi,

Jf =
I

dans le plan § = 0, i.e. dans le plan y =0, > 0‘

/\U,,, N og(1,0)

z

7

r
2 2w
3 r“cosf) r<sind
/ < rcos@ rsinf, v 4 r) <\/4—r2’\/4—7“2’T drdf
r 60520 r3sin? 6
+ V4 — r2drdf
/ 4—r? \/4—7"2

27 \/?; T‘
= ==t 4 — r2drdf
I At
+rv4 —r2dr

=2m / \/7
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Va4 —r? 4—r2
=3 V3 =2 — /42
= {—TQ 4—r2y —/ —2rv/4 — r2dr u, _r U/_ r "
=0 0 u =2r v = =

V3
:—3+2/ rv4 —r2dr
0
r=v3
_ 1 2\ 2
_—3+2{—3(4—7«) }

= 3+2( 1+8)
N 3 3

r=0

_5
3
et donc,
o 107 1 gqr=v3
F,v)ds =— + 21 |—= (4 — “}
JL s =2 wam g (a-r)7]
—3 T\7373
=87
Et pour 'autre partie du bord :
222
o [o, \/5} % [0,27] — R?
2
o(r,0) = rcos@,rsin@,g
2
F(o(r,0)) = rcosf,rsiné, 3
e1 €9 es —%TQCOSH
o, Nog=| cosb sin 0 %r = —§r25in9
—rsinf rcosf 0 r

Cette normale est intérieure. En effet, vu que > est la partie du bas du bord de notre domaine, on
s’attend & ce que la normale extérieure pointe vers le bas, c’est-a-dire, la troisieme composante de la
normale estérieure est négative. Ici, r est positif. On peut également tester cette normale sur le dessin
enf=0,r=1.

On a

1
1,0)=(1,0,=
7(1.0) = (1.0.3)
2
or Nop(1,0) = (—3,0, 1)
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dans le plan § = 0, i.e. dans le plan y =0, x > 0

or Nog(1,0)

Ainsi,
‘ 2m 2 2 , 2 5 .
// (F,v)ds = / / rcosf,rsinf, — |, —=r“cos@, —=r“sinf,r | ) drdf
o 3 3 3
2t /3
/ / —2r3+ r3drd«9
—277/0 gr?’dr
4 r=v3
=2
" [12 }
_sn
2
Pour finir,

//8(2(F,1/>ds:// (F,l/)ds—i—// (F,v) (]s—87r+1*1977r,
I JJs,

qui est bien la méme chose que / / div F(z,y, z)dzdydz.
Q

Calcul (F,v)ds, Variante 2 : cylindrique, r est une fonction de z.
082
Comme dans la variante 1, le bord de € se décompose en 2 parties. La partie sphérique >; quand

r = v4 — 22 et la partie parabollique >> quand r = v/3z.

¥ :{(rcose,rsiDH,z) €ER3 : 0e0,2n], z€[1,2], r= \/4—22}
Yo = {(rcos@,rsin@,z) €ER3 : 0el0,2n], z€0,1], r= \/Bz}
(Remarque : on peut mélanger les paramétrisations de la variante 1 et 2 sans soucis)s
o: [0,27] x [1,2] — R
o(0,2) = (\/4 — 22c0s0,V4 — 22sin 0, z)
F(o(0,2)) = (\/4 — 22cos0, V4 — 22sin 6, z)

es V4 — 22 cos0
oo No, =|—V4 —2251110 V4 —zzcose 0| =|[+v4—2%sinb

\/72(3089 —WSIDH 1 z

Cette normale est extérieure. En effet, la partie sphérique étant la partie du haut de notre domaine, la
normal extérieure pointe vers le haut, i.e. sa troisiéme composante doit étre positive. Vu que z € [1, 2],

15



la troisieme composante, z est positive. On peut aussi tester la normale en # =0 et z = % On a alors
o(0.2) = (L0
2 2 4
3 VT 3
ogNo, (0, 2) = (270, 4>

dans le plan 6 = 0, i.e. dans le plan y =0, x > O‘

z or N\ oy (O, %)

Ainsi,
/ (F,vyd :/ / V4 — 22cos0,\/4 — 22sin 6 z) (\/ —Z2C089,\/4—ZQSine,Z)>dZd9
b
' 2w
:/ / 4 — z2) (cos2 6 + sin® 9) + 2%dzd6
0o J1
2
:277/ 4dz
1
=8
Passons a la deuxiéme partie :
o: [0,27] x [0,1] — R?

o(0,z) = (\/?;cos 0,v3zsiné, z)
F(o(0,2)) = (\/?;cos 0,v/3zsiné, z)

e1 €2 €3 —v/3zcosf
I —V/3zsin® /3zcosh 0| — —v/3zsin6
2& cos 0 2‘\[/ sinf 1 %

Cette normale est intérieure. En effet, vu que >5 est la partie du bas de notre domaine, on s’attend a
ce que la normale extérieure pointe vers le bas, i.e. on s’attend a ce que la troisieme composante de
la normale est négative. Ici, vu que z € [0, 1], la troisiéme composante z est positive. On peut aussi la

tester en § =0, z = % On a

o(02)=(303)
o9 Ao <0,Z> _ <_\/§07 g)
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dans le plan § = 0, i.e. dans le plan y =0, x > 0

Ainsi,
J 2
// (F,v)ds = / / < V/3zcos6,v/3zsin b, z) (—@cos@,—@sin@, 2>>drd9

:271'/0 3z — §zdz

_371'
2

[ 37 1
<F,V>d$=// (F,V}(ls—i—// (F,v) (is_87r+——ﬂ,
0 1 J IS, 2

qui est bien le méme résultat que ce qu’on a trouvé quand on a calculé / / div F(z,y, z)dxdydz
Q

On conclut

Calcul / / (F,v)ds, Variante 3 :Mi-sphérique, mi-cylindrique.
(2]9]

3
Pour ¥, on calcule / / (F,vyds = > en coordonnées cylindriques comme dans les variantes 1 et 2.
by

2
Pour X1 on peut également le faire en coordonnées sphériques :

31 —{(rcosﬁsing@,rsianingp,rcoscp) ER3 : 0e0,2n], r=2, p€ [O,g]}

o [0,27] x [0, g] —~ R3

o(0, ) =(2cosfsin g, 2sin 6 sin ¢, 2 cos )
F(o(0,¢)) =(2cosfsin ¢, 2sin 6 sin ¢, 2 cos )

e1 €9 e3 —4 cos 0 sin? ©
og No, =|—2sinflsing 2cosfsinp 0 = | —4sinfsin? ¢
2cosfcosp 2sinfcosp —2sinyp —4sin @ cos

Cette normale est intérieure. Vu que >; est la partie du dessus, on s’attend a ce que sa troisieme
composante soit positivee. Ici, —4singpcosyp < 0. On la teste en § = 0, ¢ = §. On a (cos(mw/4) =

sin(m/4) = 1/V/2)
o (O, Z) = (\/5,0, \/5)

og No, =(—2,0,-2)
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dans le plan § = 0, i.e. dans le plan y =0, x > 0

Ainsi,

//El (F,v)ds

2 %
- / / " ((2cosfsin o, 25in fsin o, 2 cos ), (4 cos Osin” p, ~4sinfsin® o, ~4sin pcos o) ) dipdf
0 0

2 I
= / /3 8sin® ¢ + 8sin ¢ cos? pdfdyp
o Jo

=167 / * sin %) (sin2 © + cos? go) dy
0

=167 [— cos cp]i:j%
1
=167 (—= +1
"(~5+)
=8.

Exercice 3 (ex 6.9 p. 67, corrigé p. 76).
Vérifier le théoréme de la divergence pour F (z,y, 2) = (2,0, zy* + 2?) et

Q:{(a:,y,z)€R3:x>0,0<z<2et4(:n2+y2)<(z—4)2}.

Solution :

Calcul de div F

On a
OF, 0
%(xvyvz) =9 2] =0
OFy 0
Ty(x’y’z) =ay [0] =0
OF3 0

_ 2 2| _
E(az,y,z) =5, [azy +z } =2z
div F(x,y, 2) =2z

Calcul de / Jé div F(z,y, z)dxdydz, Variante 1 : Coordonnées cylindriques r-simples.

On repére la symétrie cylindrique et on passe dans les coordonnées correspondantes : (x,y,z) =
(rcosf,rsinf, z), r >0, 0 € [-m, 7|, z € R. Nos conditions deviennent
T T
x>0 < rcosf>0 <0e {—2,2}
0 < 2z<2 change pas

) ze 0,2]

42+ < (z-4)?° o aP<(z-4) r<d—z & 2<-2r+4

18



2
* r
b2 \ z=—-2r+4
z z
YR
2
s =8
T, T )
Attention ! z > 0 et I 1
r 6 ne parcourt que "'r
2 [-Z,7] < |
22 %
s
X ¢ ,/
f:) Lz
Ainsi, notre domaine se paramétrise avec
4 —
Q= {(rcos@,rsin@,z) eR®: O¢c [—g,g] , 2€[0,2], 0<7r < 5 Z}

Vu que le jacobien des coordonnées cylindriques est r, on arrive a

4—2z

T 9
// div F(z,y, z)dxdydz :/2 / / * 221 drdzdf
Q -z Jo Jo
2 T:4—z
=7r/ z [7“2] * dz
0 r=0

2 3
:ﬂ'/ 4z — 222+ 2 dz
0 4

2 1 z=2
=7 (222 — 223 + —22]
|: 3 16 z2=0

16
=r(8—-—=+1
”( 3+>
_117T

3

Calcul de / div F(z,y, z)dzdydz, Variante 2 : Coordonnées cylindriques, découpage z-simple.

19



On a Q = Q1 UQy avee
0 :{(rcosﬁ,rsiné?,z) eER3 : 9e0,2n], re0,1], z € [0,2]}

ng{(rcose,rsinH,z) €R3 : 0el0,2n], r<1,2], 0§z§4—2r}

z

Ainsi, en utilisant que le jacobien des coordonnées cylindriques est r, on calcule

T2
// div F(z,y, z)dzdydz :/2 / / 2zr dzdrdf
of) —zJo Jo

1 r=1 1 z=2
2 r=0 2 z=0

=27
5 2 r4—2r
// div F(x,y, z)dxdydz :/ / / 2zr dzdrdf
Qo -=J1 Jo
2
:7r/ r(4—2r)dr
1

2

= / 16r — 1612 4+ 4r3dr
1

16 4 r=2

:w[8r2— 3r —1—7’}

(8 3—— 7—|—15>

72 — 112 —|— 45
-
3
s
=3

et donc, on conclut

117

// div F(z,y, z)dxdydz = // div F(z,y, z)d:cdydz+/// div F(z,y, z)dzdydz = 27r—|—5f7T = —
Q o Q, 3 3

Calcul de // (F,v)ds
19}

Le bord de 2 de sépare en 4 parties : Le courvercle plat, >, lorsque z = 2, La partie cOnique >

lorsque r = 45'2, le socle lorsque z = 0 et le dos, >, losque x = 0 (ou alternativement, lorsque
0=—m/etl=m/2.

20



21:{(rcos0,rsin9,z)€R3 :fe —g,% , r€10,1], 222}
Zg—{(rcose,rsin9,2)6R3 RS —g,g , r€[1,2], z:42r}
] .
:{(TCOSQ,rsinﬁ,z)ERg NS —E,E , 2€[0,2], r= Z}
22 2
5 . 3 ™ T
Yy =< (rcosf,rsinf,z) e R® : 0 € 33 , r€ef0,2], z=0
4- 4-
24_{<w,y,z>eR3 L a=0,z€[0,2, ——5—<y< zz}

o:[0,1] x {—g,g] —R3
o(r,0) =(rcosf,rsinb,2)
F(o(r,0)) = (2, 0,72 cosfsin? @ + 4)

(] () es 0
orNog=| cosf sinf 0|=1{0
—rsinf rcosf O T

Cette normale est extérieure. En effet, vu que X1 est le couvercle de notre domaine, on s’attend a ce
que la normale extérieure pointe vers le haut, i.e. la troisieme composante de la normale est positive.
On peut également la tester en 6 =0, r = % On a

1 1
- —(Z.0.2
"(2’0) (2’0’ )
A <1 o) (oo 1)
UT 0-9 27 b ’2

21



dans le plan § = 0, i.e. dans le plan y =0, x > 0

Z  o.Nog (%,0)

Ainsi,

r Jo
31 o
:/ 5cosﬁsm 0+ 2d60
-2
11 =3
:5 [3 sin® 0]0:_3 + 27
2
=— +2
15 + 27

Variante 1 : z est une fonction de r.

o:[1,2] x {ﬂ-,ﬂ] — R3
22
o(r,0) =(rcos,rsinf,4 — 2r)

F(o(r,0)) = (2, 0,73 cosfsin® @ + 16 — 167 + 41"2)

e1 €9 e3 2r cosf
or Nog=| cosf sinf —2|=|2rsinf
—rsinf rcosf® O r

Cette normale est extérieure. En effet, au vu de I'inclinaison de >5, on s’attend & ce que la normale ex-
térieure pointe vers le haut, i.e. la troisieme composante de la normale est positive. On peut également

3
3 3
20)=(2,0,1
”(2’) (2>

la tester en # =0, 7 = 2. On a
3 3
O'r/\O'g (2,0) —<3,0, 2)

5
dans le plan # = 0, i.e. dans le plan y =0, z > 0‘

z

22



Ainsi,

jus
2

> 2
// (F,v)ds :/ / <<2, 0,73 cosfsin® 0 + 16 — 167 + 4r2> ,(2rcos@,2rsind, r)> drd6
J o )_jz -5 1

s

us
2

2
:/ / 41 cos O + r* cos @ sin 0 + 16r — 1672 + 4r3 drd0
—_z )1
3 1 1 r=2
2/2 [27’2 cosf + 57°5 cosfsin® 6 + 8% — §6r3 + 7’4} do

s
2 r=1

2 31 16
-/’ 60089+€c059sin29+8(4— 1) — 3

(8—1)+ 16— 1d6

1 0=3 112
—[GSine—l—Ssingﬁ} ’ —|—7r(24—+15>
15 g=—z 3

15+3
2 51

=16+ — + —
+15+ 3

Variante 2 : v est une fonction de z.

A 3
a.[ 2,2%[0,2]—”1@
4— 2z 4— 2z

0(9,,2):( 5 cos @, 5

sin 6, z>

4-z\° L2 2
F(o(0,2)) =12,0, 5 cosfsin” 6 + z
el e es 422 cos §
ogNo, = —4%2 sin 0 452 cost) 0= 452 sin 0
—%cos@ —%sin& 1 4?

Cette normale est extérieure. En effet, au vu de I'inclinaison de >25, on s’attend & ce que la normale ex-
térieure pointe vers le haut, i.e. la troisieme composante de la normale est positive. On peut également

la testeren # =0, z=1. On a
3
0,1)=(=,0,1
7 (0.1) = (5.0.1)

or N\ og (07 1) = (27 0, 2)

dans le plan 8 = 0, i.e. dans le plan y =0, x > 0

op N\ 0, ((), 1)

Ainsi,
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" p Jus 2 _ 3 4_ 4_ _
// (F,v)ds :/2 / <<2,0, (4 Z) cos@sin29+zz> , ( : cosf, & sin 6, 1 z>>dzd9
1), = Jo 2 2 2 4

2 1 1
:/ / (4—2z)cosf + ?(4 —2)tcosfsin?0 + 22 — Zzgdzdﬁ
_z Jo

z2=2

1 1 1 1
:/_E {<4z — 222> cosf — 55 E (4 — 2)° cosfsin® 0 + 523 — 25,24}2:0 do

25 —4° 9, 8
:/_1 (8—2)C089—257'5€OSGSH1 6’+§—1d9

25 -1
:/ 6 cos 6 + 3 cos@sin29+§d9
-3

31 =3 bn

= |6sinf + — sin® 6 =

{ sin 6 + 15 sin 0:7%4- 3
62 5w
=124+ — + —
ESTREE
6y 2,07
N 15 3

T
00,2 x |- =, T SRS
7 (0.9x -3 5] =
o(r,8) =(rcosf,rsinb,0)
F(o(r,0)) = (2, 0,73 cos f sin? 0)

el €9 es 0
orNog=| cosf sinf 0|=1{0
—rsinf rcosf O T

Cette normale est intérieure. En effet, vu que est la partie du bas, on s’attend a ce que la normale

extérieure pointe vers le bas, i.i la troisieme composante de la normale doit étre négative. Ici, r est
positif. On peut aussi la tester en # =0 et r = 1. On a

o (1,0) =(1,0,0)
or Nop(1,0) =(0,0,1)

dans le plan § = 0, i.e. dans le plan y =0, x > 0
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Ainsi,

1 r=2 0=Z
[57“5] [ sin 9]9:2ﬂ

2

15

: Variante 1 : coordonnées cartésiennes

o {(y,z)€R2 Lz €e[0,2], —4_Z§y§4_2}—>R3
o(y,z) =(0,y, 2)
F(U(yvz)) :(270722)

€1 €y €3 1
oyNo,=|0 1 0|=1]0
0 0 1 0

Cette normale est intérieure. En effet, sur le dessin, on voit que la normale extérieure et parallele a

I’axe x, mais pointe vers les x négatifs, i.e. on s’attend a ce que la premieére composante de la normale
est négative.

2

s

g
N

sl

Ainsi,

//24 // (2,0,2%) (170,0)>dydz

25



: Variante 2 : coordonnées cylindrique, séparation § = —5 et 6 = 7.
On peut séparer >, en deux parties (C’est ce qui se produit si on cherche le bord du domaine de la
parmétrisation de §2.)

4—
Ziz{(rcos@,rsin@,z)eRg : 92—%, z€[0,2], 0<r< Z}

4
ZZz{(rcos@,rsinH,z)eRg : Ozg, z€[0,2], 0<r< Z}

Et donc,
i

o: {(r,z)6R2 cz€]0,2, 0<r<

o(r,z) =(0,—r,z)
F(o(r,2)) =(2,0,2?)

€1 €9 €3 —1
orNo, =10 —1 0|=]0
0 0 1 0

Cette normale est extérieure. Ainsi,

// Fuds—// 20z (1,0,0)>drdz
:/0 z —4dz

=—6

Pour 'autre partie
E

4
o: {(T,Z)ER2 : z€10,2], 0§r§2Z}—>R3

o(r,z) =(0,r,2)
F(o(r,2)) =(2,0,2%)

€1 €y €3 1
o, No,=|0 1 0|=]0
0 0 1 0

Cette normale est intérieure. Ainsi,

/2 (F,v)d // 20z (1,0,0)>drdz
>
:/ z —4dz
0

——6

et donc

//24 (Fiv)yds =—6—6=—12
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Pour finir,

//89 (F,v) ://Zl (F,v) als—i—//\;2 (F,v)ds + 4—//24 (F,v)ds

(S}
B
—_
—
=

2 2 §
=—+2 164+ — + — —12=—
AR T 3
qui est bien le méme résultat que pour / / div F(z,y, z)dzdydz

Q

Exercice 4 (ex 6.11 p. 67, corrigé p. 81).

Soient © C R? un domaine régulier et v un champ de normales unités extérieures a €. Soient les
champs vectoriels F', G, G2 et G3 définis par

F(z,y,2) = (x,y,2), Gi(z,y,2)=(2,0,0), G2(z,y,2)=(0,9,0), Gs(z,y,z)=(0,0,2).

Montrer que :

(i) Volume (€2) = % / / (F,v) ds
[2)9]

(#) Volume (92) = //<Gz’,V> ds pour i =1,2,3.
o

Solution :

(7) Remarquons que div F(z,y, z) = 3. Ainsi, par le théoreme de la divergence,

1 1 1
- // (F,v)ds == // div F(z,y, z)dzdydz = = // 3dxdydz
3 JJoo 3 Q 3 Q

= /// ldzdydz = Volume(2),
Q
(#) Remarquons que pour i = 1,2,3, divG;(z,y,z) = 1. Ainsi, par le théoréme de la divergence,

//89 (Gi,vyds = ///Q div Gi(z,y, z)dzdydz = ///Q 1dzdydz = Volume(92),

qui est le résultat voulu.

qui est le résultat voulu.

Exercice 5 (ex 7.2 page 89, corrigé p. 91).
Vérifier le théoréme de Stokes pour F(xz,y,2) = (z%y, 2, ) et

E:{(m,y,z)€R3:x2+y2:z4, 0§z§1}.

Solution :

Calcul rot F(z,y, 2)

On a
er ez €3 % - % 0—-1 —1
o) o) 0

rot F(x,y,2) = |3; 5y 9z = 88; —% =]lo0o=-1|=1| -1

Fi F, Fy o2 — 5l 0 — a? —a?

Dessin X

On repere la symétrie cylindrique et on passe dans les coordonnées correspondantes : (x,y,2) =
(rcosf,rsinf, z) avec r > 0, 6 € [0,27] et z € R. Nos conditions deviennent
>0
=2 e = 8 r=22 & Vr=z
0<z<1 nechange pas
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Y

Calcul / é rot Fds : Variante 1 : z est une fonction de r.

On paramétrise X avec o: [0, 1] x [0,27] — R3 définie par
o(r,0) = (rcosf,rsind,\/r).
On a

rot F(o(r,0)) = (—1, —1, —r? cos? 0)

el e es ; r cos 6
. 1
or Nog=| cosf sin 0 5| = 5 7 sin 6
—rsinf rcosf 0O r

2,1l 1 1
// rot F'ds :/ / (—1, —1, —r? cos? 9) , (—\/;COSQ, —ﬁsin@,r>>drd9
) o Jo 2 2

2 r1q
- / f\/? (cosf + sinf) — r3cos? 0 drdd
2 3 r=1 1 r=1
_/ [ 2] (cos § + sin ) — [47”4} cos? 6 df
r=0
27 1 1
:/ *(COSQ—FSine)—*COSQQ db
0o 3 4

1 0271'

= [sin @ — cos 6], b=2m

— § [0 + cos Osin6],_

w

™

4

Alternativement, on peut trouver la primitive de cos? 8 en utilisant les formules d’Euler.
Calcul / Fdl : Variante 1 : z est une fonction de r.
Détermination du bord : Le bord de A = [0, 1] x [0, 27] est séparé en 4 parties.
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2m - AN

Iy Iy

y1:[0,1] — R?
71(t) = (¢,0) =

ooy (t) = (t,0,V1)
1

(com) () = (1,0, M)

Yo: [0,27] — R?

(1) = (1,1) 5
o 0(t) = (cost,sint, 1)

(0 07) (t) = (—sint,cost,0)

v3: [0,1] — R?
v3(t) = (¢,2m) o
oo3(t) = (t,0, \/i)

(@) (0= (L0, 2\1/%)

Meéme courbe que pour I'1 parcourue danns le sens opposé : On enléve I'y et I's

v4: [0,27] — R?

7a(t) = (0, 1) S/
oo (t) = (0,0,0)

(07094)"(t) = (0,0,0)

Un point : on enleve

Notez que pour déterminier I'orientation des différentes parties du bord, on s’est référé a 1’orientation
du bord de A. Vu qu’on a choisi la normale o, A 0g (et non oy A 0,.) on a mis r en axe horizontal et
f en axe verticalP] Cette convention garantit la compatibilité entre I'orientation du bord de ¥ et la
normale choisie.

3. Ouais, je sais, ils ont des noms scientifico-pédants style absisse et ordonnée, mais je les confonds toujours...
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On a donc

. 2
F-d :/ F-dl :/ (F(cost,sint, 1), (—sint, cost,0)) dt
ox o(la) 0
2
:/ <(cos2tsint,1,cost),(—sint,cost,0)>dt
0

2
= / —cos? tsin?t + cos tdt
0

On trouve une primitive de cos® tsin?t a l'aide des formules d’Euler :

) ) eit 1 it 2 oit _ it 2
cos“tsin“t =
2 24

eit 1 et git _ =it 2
- 2 2

2it _ _—2it\2
(e —e™)

—16
L ait —4it
=~ 16 (e —2+4+e )
1 1
=373 cos(4t)
= /cos2 tsin® tdt b sin(4t)
in =— — —sin
8 32
On conclut donc
1 t o
- F.dl = {32 sin(4t) — 3 + sin(t) .
o
4

Calcul / é rot I'ds : Variante 2 : r est une fonction de z.

On paramétrise ¥ avec o: [0, 27] x [0, 1] — R3 définie par

o(0,z) = (z2 cos#, 2% sin 9,2) .

On a
rot F(0(0,2)) = (—1, —1, —2% cos? 9)
e1 €9 es 22 cosd
og No, =|—2%sinf 2%cosf® 0|= | 2?sind
2zcosf 2zsinf 1 —223
2w pl
rot F'ds :/ / —1,—1,—2%cos?0) , (2% cos 6, 2° sin 0, —223) ) dzdb
I A ) )
2 1
:/ / —2% (cos @ + sin ) + 227 cos® Odzdb
o Jo
2 1 z=1 1 z=1
:/ [—zg} (cosf + sinf) + [28} cos? 0d6
0 3 Ji=0 4 l.=0
1 — 1 _
=3 [—sin 6 4 cos 0]2;8’7 + 3 [0 + cos 6 sin 0]3;3”
_T
4
Calcul Fdl : Variante 2 : r est une fonction de z.

)X
Détermination du bord : Le bord de A = [0, 27] x [0, 1] est séparé en 4 parties.
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1§ =
Fl r;)
\
F4 éﬂ'
71:[0,1] — R?
71(t) = (0,1)
ooy (t) (t2,0,t)

(coy) (t) = (2t,0,1)

Yo: [0,27] — R?
o 0(t) = (cost,sint, 1)
(0 07) (t) = (—sint,cost,0)

v3:[0,1] — R?

v3(t) = (2, 1)
ogos(t) = (t2707t)

(U 0 ’73)/ (t) = (Qta 0, 1)

Méme courbe que pour I'; parcourue danns le sens opposé : On enleve I'y et I's

v4: [0,27] — R?

7a(t) = (¢,0)

o oy4(t) =(0,0,0)

(0 0m) () = (0,0,0)
Un point : on enléve
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On a donc (il s’agit des mémes calculs que la premiere variante, mais avec un signe opposé)
. 2
F-dl=-— / F-dl = —/ (F(cost,sint, 1), (—sint, cost,0)) dt
% Jo(Is) 0
2w
=— / <(0052 tsint, 1, cos t) , (—sint, cost, 0)> dt
0

27
= / cos? tsin® t — cos tdt
0

Exercice 6 (Ex 7.5 page 89, corrigé p. 94).
Vérifier le théoréme de Stokes pour F(z,vy,z) = (0,22,0) et

Z:{(az,yjz)€R3:$2+y2+22=4, x>0, y>0, 1§z§\/§}.

Solution :

Calcul rot F(z,y, 2)

On a
€1 €2 €3 e1 ez e3 -9z
0 0 2l o) 0 o

I'OtF(x7y,Z): 9z By 02| — |9z By 9z|— 0

Fl FQ F3 0 Z2 0 0

Dessin 2

On passe en coordonnées sphériques (x,y, z) = (rcos 0 sin p, rsinfsin , r cos @), 6 € [0,27], ¢ € [0, 7],
r > 0. Nos conditions deviennent

Py 4+ =4er?=4

Sr=2

33
y>0<060¢cl0,n]

xZO@H[—W W]

1 3
1§z§\/§<:>2§coscp§\2[

- e[”ﬂ
Y= 161
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Calcul /é rot F'ds :

On paramétrise ¥ avec o: [0,3] x [%, %] — R?® définie par

o(0,¢) = (2cosfsin p, 2sin 0 sin ¢, 2 cos @) .

rot F'(o(0,¢)) = (—4cos ¢, 0,0)

e1 €9 e3 —4 cos 0 sin? ©
og No, =|—2sinfsing 2cosfsinp 0 = | —4sinfsin? ¢
2cosfcosp 2sinflcosp —2sing —4 cos psin

// rot Fds :/5 /§ <(—4cos ©,0,0), (—4(:0505in2 @, —4sin 0sin? ¢, —4 cos @ sin g0>> dpdf
b 0o Jz

:/2 /3 16 cos 6 cos p sin? pdpdf
0 Jz

—= 1 =3
=16 [sin 0]2202 {3 sin® gp] i
=%

16 ((v3\° 1 D
:3(<2> ‘g)ZM‘s

Calcul F-dl:

)3
Le bord de A = [0, 5] x [, %] se sépare en 4 parties :

T
673
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(T,

o(T)

oo(t) = (0,2sint, 2 cost)
(0 079) (t) = (0,2cost, —2sint)

74(t) = (0,1)
o oy(t) = (2sint,0,2cost)
(0 071) (t) = (2cost,0, —2sint)

34
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Ainsi,

/ F.dl / ((0,3,0), (— sin(t), cos(t), 0)) dt
o(T'1) 0

us

:/E 3costdt =3 [Sin(t)]i;g =3
0

'/(;(1‘2) F-dl /;’r <(0,40052 t,()) ,(0,2cost,—QSint)>dt

—/° 8cos.3tdt:8/3 cost — costsin? tdt
: :

. 1 4778
=8 smt—gsm t

T
=%

V3 _13v3 1 11)

/Og ((0,1,0), (=V3sint, V3cost, 1)) dt

w

2/072r V3 costdt = \/g[sin(t)]zg =

™

/{;(rﬁt)F.dl :/j <<0,40052t,0) ,(2cost,0,—251nt)>dt =0

6

On conclut donc

. . )
F-dl:+/ Fodl+ Fdl - / Fodl=2/3—2,
Jo(T'1) Jo(I's) 3

o Jo(I'2)

qui est le résultat attendu.
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