EPFL — Automne 2025 D. Stritt
Analyse III - CGC GC SIE Exercices
Série 7 30 octobre 2025

Exercice 1.

Soit ¥ C R? une surface réguliere orientable avec un champ de normales unités v. On consideére
F : ¥ — R3 un champ vectoriel continu. Montrer que le flux de F & travers la surface ¥ dans la
direction v est égal a l'integrale du champ scalaire F' - v sur X.

Solution :

Rappel : le flur d’un champ vectoriel continu F & travers la surface reguliere orientable ¥ C R3 est

défini par :
/ F - ds.

%

Le signe de cette expression est ambigu si on ne précise pas la direction du champ de normales continu
(qui existe puisque X est orientable) le long de ¥ utilisé.
Ici, on a précisé le choix d’'un champ de normales unité v le long de 3.
Soit donc o : A — ¥ une paramétrisation de ¥ définie par o (u,v), qui respecte le choix d’orien-
tation de X, c’est a dire que
Oy /\ Oy

—— =v(u,v).

low A oo
En utilisant les définitions du cours pour les intégrales de surface d’un champ scalaire et d’'un champ
vectoriel, on a :

//(F V) ds = //[F(J(u,v)) v(u,v)] ||ou A oy dudv
x A

= //[F(J(u,v)) coy N\ 0y) dudv

A
://F-ds,
X

comme désiré. On remarquera que le signe d’une intégrale de surface d’un champ scalaire n’est, lui,
pas ambigu (on prend la norme de o, A 0,, son sens n’importe pas). Ici, et comme dans le théoréme
de la divergence, c’est le choix explicite d’'une normale v qui fixe le signe.

Exercice 2 (ex 5.3 p. 57, corrigé p. 58).

Soit ¥ = {(z,y,2) eR®: 2?2 +y?> —22=0et 0< 2 < 1}.

Calculer la masse de la surface ¥ sachant que la densité est p(x,y, z) = /a2 + y2.
Indication : Pour la paramétrisation, voir série 6 exercice 2.

Solution :

On reprend la paramétrisation de la série 6 : o: [0, 1] x [0,27] — R3 définie par

o(r,0) =(rcosf,rsinf,r)
lor A og| =V2r

ainsi,

p(o(r,0)) =Vr2 cos? 0 + r2sin2 60 = r

2 1l
/pds :/ / V2r2drd
X o Jo

_Qﬁw
3




Exercice 3 (ex 5.5 p. 57, corrigé p. 60).
Soit Q = {(z,y,2) e R3: 2?2 +y?> < 2 < 1}.
Calculer I'aire de 0f).

Solution :

On repére la symétrie cylindrique et on passe dans les coordonnées correcpondantes

(rcos@,rsinb, z) avec r > 0, 0 € [0,27] et z € R. Nos conditions deviennent

w2+y2§z = r2§z
z<1 <& change pas

ou on a trouvé les coordonnées du point d’intersection en résolvant le systeéme
r? =z
z=1
C.oumfe_ rI:L,;J-
1 b
| L Pera el od e

"%

=

: (l‘,y,Z) =

Le bord de €2 se sépare donc en deux parties 31, la partie parabollique quand 7> = z et 3, le couvercle

plat quand z = 1.

212
o:[0,1] x [0,27] — R3

o(r,0) =(rcos 0, rsin b, r?)

e1 €9 e3 —2r2 cos 6
o, Nog =1 cosb sinf 2r —2r?sin @
—rsinf rcosf 0 r

llor A ogl| =Vart +r2 = rv4r2 +1
o 21 1
Aire(%q) :/ lds = / / rv4r? + 1drdf
JJs, Jo Jo
1

1 3
=27 | — (1 +4r?)2
”{12( ) L



Z:QZ
o:[0,1] x [0,27] — R3
o(r,0) =(rcosf,rsinf, 1)

e1 €9 es 0
orNog=| cosf sinf 0|=10
—rsinf rcosf 0 T

\|low A ogl|r

" 21 pl
Aire(Xs) = /x‘ lds = /0 /0 rdrdf = .

(on aurait aussi pu remarquer que X est un disque de rayon 1 et utiliser la formule 7R?)
Pour finir,

Aire(09) = Aire(X;) + Aire(X9) = MG_I)W = 5(\/56_{—1)7r

Exercice 4 (ex 5.2 p. 57, corrigé p.58).
Soient F(x,y,z) = (22,42, 2?) et

E:{(w,y,z)€R3:z2:x2+y2et0§z§1}.

Calculer le flux passant a travers 3 dans la direction ascendante (c’est-a-dire dans la direction des
z>0).

Solution :

On reprend la paramétrisation de exercice 2 de cette série ou de la série 6 : o: [0,1] x [0, 27] — R3
définie par

o(r,8) =(rcosf,rsinf,r)

—rcosf
orNog=| —rsinf
r

Pour savoir si la normale o, A gg est ascendante ou descendante on peut soit constater que la troisieme
composante est toujours positive et donc elle pointe vers le haut et est ascendante, soit la tester sur
le dessin. On regarde ce qu’il se passe en r = %, 0=0:

dans le plan § = 0, i.e. dans le plan y =0, x > 0

Vu que le vecteur pointe vers le haut, la direction est ascendante.



Pour finir,

F(o(r,0)) = ( 2 cos? 6, r%sin? 6, r2)

//EF -ds :/U% /01 (F(o(r,0),0. A\ ag)drdf

27 1
:/ / <(7~2 cos? 9,r2 sin? 9,7«2) , (—rcosf, —rsin 9,7“)>drd0
o Jo
27 1
:/ / —r®cos® § —r®sin® 0 + rdrdf
o Jo

2r 1 1 1
:/0 —100839—Zsin39+1d9
1 2 T
=-1 (1—Sin2(9)C089+(1—C0829)Sin9d9+§
0
1 27
= — 1 cosf — sin® 0 cos O + sin @ — cos® O sin Odo
0

2

1 1
= [sinc9+sin30—c089—c083«9 +E
3 3 0 2

ol on a utilisé que cos?d = 1 —sin?f et sin?f = 1 — cos?f. Alternativement, on peut calculer la
primitive de cos® 6 et sin® 6 a I’aide des formules d’Euler :

eif 4 =i 3 A A . }
cos®f = () = - (6319 + 3¢t 4 37 6_319)

2 8
1630 1 o=3i0 3 4i0 | o—if
4 2 4 2
= cos(38) + 5 cos(0)
=7 cos 7 €08
1 3
3 _ L 9 .
/cos 0do =13 sin(30) + 1 sin(0)

i0 —ig\ 3
_ 1 ) ) . .
SinS 9 _ (6 2.6 ) — _g (6319 _ 3819 + 36719 _ 67319)
1 1
B 1 310 _ o—3i0 N 3 i _ =0
4 2i 4 2

L. 3 .
== sin(30) + 1 sin(0)

1
/sin3 0do =3 cos(360) — Zcos(@)

Exercice 5 (ex 5.4 p. 57, corrigé p. 58).
Soient F'(x,y,z) = (0,z,2) et

Z:{(az,y,z)ER?’: z:6—3x—2yetx20,y20,z20}.

Calculer le flux qui passe par cette surface et qui s’éloigne de I'origine.
Solution :
Vu que I’égalité z = 6 — 3x — 2y est affine, on s’attend a ce que la surface soit dans un bout de plan.



Ragardons ou le plan croise les axes pour reconstruire la surface :
(0,0,z) ¥ < 2z=6

0,9,0)0e¥ & y=3
(2,0,0) X & =2

[
4

L
X

Pour trouver le domaine de la paramétrisation, on procede de la fagon suivante :

3
6—-3x—2y=2>0 = 3r+2y<6 = y§3—§x.

Par transitivité on récupére également

3 3
0§y§3—§x = §ZL‘§3 = xz€][0,2].

Pour finir, une paramétrisation de X est o: {(x, y)€R? : 2€[0,2], 0<y<3— %:c} définie par
O'(.T,y) = (xayu 6 —3x — 2y)

La normale induite par cette paramétrisation est

€1 €9 €3 3
oz Noy=11 0 =3/ =12
0o 1 =2 1

Vu que la troisieme composante est positive, la normale est ascendante et donc, elle pointe dans la



bonne direction. On a pour finir
F(O-(x7y)) :(076 — 3z — an 6 — 3z — 2y>
2 r3-3gz
/F-ds:/ / ((0,6 — 3z —2y,6 — 3z — 2y),(3,2,1)) dydx
by 0 Jo
2 3-3a
:/ / 18 — 9z — 6ydydx
0 Jo
2 =3-3
:/ {18y — 9y — 3y2]y 2
0

2 2 2
:/ 54—27x—27x+7:c2—3<3—3m) dx
0 2 2

dx
y=0

2 27 9
:/ 54—54x+x2—3<9—9x+x2) da
0 2 4
2 27 27
:/ 54 — 54w + —x — 27 + 27w — ——2°dx
0 2 4
2 27
:/ 27 — 27z + —22dx
0 4
27 5 9 412
— |97y — 2= e
{ Tx 5 x° 4+ 4:U L)
=54 —54+18 =18
Exercice 6 (ex 5.7 p. 57, corrigé p. 61). B

Soit Q C R? un ouvert et f € C'(Q) un champ scalaire tel que f(x,y) > 0 pour tout (z,y) € Q. On
considére une courbe simple, réguliere I' C Q et la surface ¥ C R? définie par

E:{(a:,y,z) €R3:(x,y)EFetOﬁzgf(w,y)}.

Montrer que Aire (X) = / fdl
I

P(7)
o
>

A

. T

Remarque : Ce résultat peut s’interpréter de la fagon suivante : L’intégrale curviligne d’un champ
scalaire de R? donne laire de la surface entre I' et le graphe de f.

Solution :

Variante 1 : f est dans le domaine de la paramétrisation.

Une paramétrisation de ¥ peut étre o: {(t,2) € R? : t € [a,b], 0 <z < f(vy(t))} définie par

o(t,z) = (n(t),72(t),2),  t€la,b],z [0, f(r(1)).



On a alors

(m(t),75(t),0)
(0,0,1)
el es  e3
ot Aoz =| n(t) %) 0 | = (9(t), —(),0)
0 0 1

llow Aozl =[]

Aire(S /1d$—// llow ol dzdt = /f NIV (8)lldt = /fdl

Variante 2 : f est dans 'expression de la paramétrisation.
Une paramétrisation de X peut étre o: [a,b] x [0,1] — R3 définie par

o(t,h) = (m(t),72(t),h- f(7(1)))

Ainsi,

On a alors
=), 72(t), L (VF(r(1), 7' (1))
on =(0,0, f(v(¢)))
€1 €9 €3
o Nap =| 71(t) %) (V)7 ®) | = (&) (1), =) f(1(2)),0)
0 0 (1))
low Aasll = £ )] - IV Ol 2 £ () |7 @)
Ainsi,

Aire(S /1ds—/ / low A oyl dhdt = / (’y(t))ny’(t)Hdt:/Ffdl

Exercice 7 (ex 6.4 page 66, corrigé p. 72).

Vérifier le théoréme de la divergence pour F(z,y, z) = (z2,y%,2?%) et

Q={(z,y,2) eR?: b? (2% + y?) < a®2* et 0 <z <b}.

Solution :

Sans perte de généralité, on va supposer que a > 0 (vu que seul le carré de a apparait, son signe
n’importe pas au résultat.)

On repére la symétrie cylindrique et on passe dans les coordonnées correspondantes : (x,y,z) =
(rcos@,rsinb, z) avec r > 0, 0 € [0,27] et z € R.

Nos conditions deviennent

b
V2 +y?)<d®? & br<az & -r<z
a
0 < z<b change pas

z
b

z=2r
b / a

I

I

I

I

I

I

I

I

1
a



ou on a trouvé les coordonnées du point d’intersection en résolvant le systeme

{

Qo &

=
*

Calcul div F

On a
3F1 o (9 [ 92 o
o (z,y,2) =35 1° } =2z
aFQ . a i 21
oy B ¥ =g |y | =2
aFg . 8 [ 2 o
9% (z,y,2) =5, 5] = 2z

div F(z,y, z) =2(x + y + 2).

Variante 1 : avec une paramétrisation z-simple
Calcul /// div F(z,y, z)dzdydz, Variante 1
9]

Comme déja dit, on est en coordonnées cylindriques (z,y, z) = (rcosf,rsinf, z) et les bornes sont

6 € [0, 2m]
r € [0,d]

—-r<z<b
a



Vu que le jacobien des coordonnées polaires est r, on a

2t pra b
// div F(z,y, z)dzdydz :/ / [) 2 (rcosf + rsinf + z) rdzdrdf
Q

27 z=b
—/ / 27’ZCOS€+2T’ZSIH9+ZT’} bdrdG

2r 2,.3
:/ / 2r2bcos O + 2r2bsin 0 + b2r — 21"3é cosf — 273 é sin @ — —drd&
o Jo a a

2 ra
:/ / (2r2b - 27‘3b) (cos @ + sin ) + b*r — b—erde
0 0 a a
w2y b oy ., v,
—/ [( % > (COSG + sin 0) 57" — @T d6’

r=0
9 2.2 b2a2
/ <ba_ba> COSH+Sln9)+b—a—b—d9

2
2b2
/ (cos @ + sinf) df + a2
b 2p?
— [sm 0 — cos 0]2" (12
2b2
T2

Variante 2 : avec une paramétrisation r-simple
Calcul //,é div F(z,y, z)dzdydz, Variante 2

Comme déja dit, on est en coordonnées cylindriques (z,y, z) = (rcosf,rsinf, z) et les bornes sont

6 € [0, 27]
z €[0,b]

a
0<r<—
_r_bz

Vu que le jacobien des coordonnées polaires est r, on a

27 Lz
// div F(z,y, z)dzdydz —/ / /b (rcos@ +rsinf + z) rdrdzdf

2w 2 r=%z
/ / {7’3 (cosf +sinf) + zr2] " dzdb
r=0

b 243
0 3b3

9 z=b
/ [6()3 (cos@ +sinf) + be 241 do
_a

(cos @ +sinf) + 2—223dzd0

a2b? =
cos@ +sinf) + —dG
s 2 b2
=5 [bm@ cos0ly—g" + I
ma?b?

2

Calcul // (F,v)ds
(o]9]



Le bord de € se sépare en 2 parties >, la partie conique quand z = 27“ et 9, le couvercle plat quand
2z = b. Ainsi,

211
o:[0,a] x [0,27] — R?

o(r,0) = (7’ cosf,rsinf, bv“)
a

el €9 e3 —27' cos @
orNog=| cosb sin 6 g = —gr sin 0
—rsinf rcosf@ O r

2
F(o(r,0)) = (7"2 cos? 0,72 sin? 6, 227”2>

Cette normale est intérieure. En effet, sur la partie conique, on s’attend a ce que la normale pointe
vers le bas, i.e. on s’attend que la troisiéme composante est négative. Or, ici, la troisiéme composante,
r est toujours positive.

Alternativement, on peut tester la normale en r = 5 et 6 = 0.

coupe dans le plan 8 =0, i.e. dans le plan y =0et £ >0

Ainsi, on corrige le signe et

2 b2 b b
/ (F,v) / / <<7 cos 9 r? sin 9 —7 ) (—7 cosf, ——rsin 6, r)>drd9
1 a

/ cos 30 + sin® 0) -7 drdf
a?

a2

2b2
— COS@*%ID 0 cos § + sin f — cos> 9%1119) f—dQ

b b2 . r=a
/ Z 1*511(1 9)0059+(1—005 9)51n9> —4—7’ do

0=2m 7T(12b2

1 1
=— {sm 0 — =sin®0 — cosf + = cos® 0}
3 3 0=0 2
wa2b?

2

Passons a la deuxieme partie du bord :

10



22:
o:[0,a] x [0,27] — R3
o(r,0) =(rcosf,rsind,b)

e1 €9 e3 0
orNog=| cosf sinf 0|=1|0
—rsinf rcosf O r

F(o(r,0)) = <7’2 cos? 0,72 sin? 6, b2>

Cette normale est extérieure. En effet, sut la partie plate, on s’attend a ce que la normale pointe vers
le haut, i.e. on s’attend a ce que éa troisieme composante est positive. Or, ici, la troisiéme composante
r est toujours positive.

Alternativement, on peut tester la normale en r = 5 et 6 = 0.

coupe dans le plan 8§ = 0, i.e. dans le plan y =0et x > 0

or Nog (%,0)
- (5,0)

ainsi,
o 21T ra
// (F,v)yds = / / <<r2 cos? 0, r? sin? 0, b2> , (0,0, r)> drdf
JJs, Jo Jo
2r  ra
= / / b2 rdrdd
Jo Jo
b2 r=a
=27 [27’21
r=0
—ma’b?.
Pour finir,

o " 262 o 212
// <Fa’/>d5:// <FaV>dS+// <F,1/>ds:—7m + ma’h? = o
o0 > J J3¥o 2 2

qui est bien le résultat voulu.
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