EPFL — Automne 2025 D. Stritt
Analyse III - CGC GC SIE Corrigé
Série 6 30 octobre 2025

Exercice 1 (Ex 4.8 et 4.7 pages 43 et 42, corrigé p. 51).
Soit © C R? un domaine régulier dont le bord 9 est orienté positivement. Soit ¥ un champ de
normales unités extérieures a €. Soient F' un champ vectoriel tel que F € C* (Q, R2> et f un champ

scalaire tel que f € C? (Q) Montrer que :
(i) Théoréme de la divergence dans le plan :
/ div F (z y)d:z:dy-/(F v)dl
oN

Indication : écrire F' = (F}, Fy) et appliquer le théoréme de Green au champ vectoriel & =
(—Fy, F1) en se référant au §2.4 du cours.

(i) / Af :cy)dxdy-/(Vf, v)dl.

0N
Solution :
(7) Remarquons que
e D D O OROF
rot d = o [(I)Q] — ay [Q)ﬂ 83; [Fl] 8y [—FQ] = O + ay =div F.

Ainsi, par le théoreme de Green,

// div F(z,y)dzxdy = // rot ®(z,y)dzdy = / b -dl
Q Q oN

De plus, si v = (71,72): [a,b] — R? est une paramétrisation qui laisse le domaine & gauche (9
est orienté positivement), on a

b
O dl = / (B(y(1)), (1)) dt = / (=Fa(y(1), FL(1(£))) s (41 (6),%4(0)) )t
/ Fi(y — Fy(y(£)7, (t)dt

o0N

De plus, en utilisant la formule pour le calcul d’une intégrale curviligne de < F,v >, on a

(Fvydl = | b<<F1<v<t>>,F2<v(t>>>,(vg@),—vi(t)»dt
/Fl ~ROOWWdt= [ @-d

o0N

o0N

on a donc bien le résultat.

(it) En appliquant le théoréme de la divergence & F' =V f, on a

/QAf(af,y)d:vdy :/Qdiv (Vf) (z,y)dzdy = /89 (Vf,v)dl

qui est le résultat voulu.



Exercice 2 (Ex 5.1 p. 56, corrigé p. 57).
Soient f(z,y,2) = xy + 22 et

Calculer / / fds
bl

Solution :
On passe en coordonnées cylindriques : (z,y,z) = (rcosf,rsinf,z), r >0, 6 € [0,27] et z € R.
Nos conditions deviennent :

Y={(z,y,2) €R? : 2?4 y? =22 et 0< 2 <1}

>0
Pyt =lert=cr=|25 2
0 < z <1 ne change pas.
et donc une paramétrisation de la surface est donnée par o: [0,1] x [0,27] — R3 définie par

o(r,0) = (rcosf,rsinf,r).

S =

A

De plus, on a alors

€1 €2 €3
or \Nog = a% 03 07?3
o o5 0p
(&) €92 €3
=| cosf sinf 1
—rsinf rcosf O

=e1(—rcosf) + ea(—rsinf) + es(r cos? § + rsin? 0)

—rcosf
=| —rsind
r
et donc,
low A ool =V/rZcos? § + r2sin? @ + 12 = v/2r.
Pour finir,

f(o(r,0)) =r?cosfsinf + r*

2 rl
// fds :/ / (7“2 cos fsin 0 + 7‘2) V2rdrdf
P 0 0

27 1
:\/ﬁ/ / r3 cos Osin 0 + r2drd
o Jo

2T 1 ) 1
:\/5/ —cosfsinf + —db
o 4 4

\/§ 1 9 2w
—T |:2 Sin 9+0:|0
n

2



Exercice 3 (Ex 5.6 p. 57, corrigé p. 60).
Soit 0 < @ < R. Dans R? on considére le tore € obtenu par rotation du disque (z — R)? + 22 < a?
autour de 'axe Oz et sa représentation décrite par

x = (R+rcosp)cosb, y=(R+rcosyp)sinb, z=rsing

avec 0 <r<a,0<0<2m, 0<p <27,

(7) Dessiner 2 et indiquer ce que représentent r, 0 et ¢.
(i1) Calculer le Jacobien de la transformation qui décrit 2 en termes des variables r, 6 et .
(éi1) Calculer le volume de €.

(7v) Ecrire une paramétrisation réguliere de la surface du tore (notée 0f2) et calculer une normale &

o09Q.

(v) Calculer laire de 0.

(vi) Calculer ///z2 dzdydz
Q

Solution :

(7) Pour une représentation 3D de Q voir https://www.geogebra.org/calculator/ctqgftsb
(7i) La paramétrisation est u: [0,a] x [0,27] x [0,27] — R3 définie par

u(r,0,0) = (R+rcose)cosb, (R+ rcosp)sinf, rsin )
Ainsi, la matrice jacobienne de ¢ est

cospcos) —(R+rcosyp)sinf —rsinpcosd
Vu(r,0,¢) = | cosesing (R+rcosp)cos  —rsinpsinb
sin 0 7 COS @

et donc le jacobien de u est

det Vu(r, 6, ) =r(R + cos @) cos® p cos? 6 + (R + 7 cos ) sin” @ sin’
+7(R + 7 cos ) sin? g cos?  + (R + r cos @) cos? @ sin? §
=r(R+ rcosp) ((3052 ©(cos? 0 4 sin” §) + sin? p(cos? § + sin? 9))
=r(R+ rcosp)

Remarquons que vu que 0 <r <a < Ret cosp € [-1,1], on a que R+ rcosy > 0 et donc

|det Vu(r, 0, ¢)

=7r(R+rcosp)

(7i) On a

2T 2w
vol(© // drdydz = / / / r(R + rcos ¢)dfdpdr

—277/ [r(Ry + rsin gp)]27r = 47T2R = 272 Ra?.
0

(iv) La paramétrisation de la surface du tore consiste a fixer r = a. Ainsi, o: [0,27] x [0, 27] — R3
est définie par

o(8,p) =u(a,0,p) = ((R+ acosp)cosb, (R+ acosp)sinf, asin )



et on a

09(0,9) =(—(R+acosy)sinb, (R+ acosy)cosh,0)

o,(0, ) =(—asinpcosd, —asin psin b, a cos p)
el €2 €3
gp No, =|—(R+acosp)sind (R+ acosyp)cosb 0
—asin @ cosf —asin psin § a cos @
a(R + acos @) cos ¢ cos 0

= a(R + acos ) cos psin
a(R + acos ¢) sin psin? § + a(R + a cos @) sin ¢ cos? 0

cos ¢ cos 0
=a(R+ acosp) | cospsind
sin

qui est un vector normal a la surface.

(v) On a
log N\ op| =a(R + acos @)\/0032 @ cos? 0 + cos? psin? 0 + sin? ¢ = a(R + acos )
2r 27
Aire(0Q) :// ds = / / a(R + acos ¢)dfdy
o0 0 0
=27 [a(Ryp + asin @)|7" = 47%aR
(vi) On a

a r2m 2w
/// 22drdydz :/ / / r2sin® o - (R + 7 cos p)dfdydr
Q o Jo Jo

a 2w
=27 / Rr3 sin? o + r? sin? ¢ cos pdedr
0 Jo

En utilisant que

/ sin? pdp =

/ sin? ¢ cos pdp =

(¢ —sinpcosp)

sin® %)

Wl N

ou, en utilisant les formules d’Euler :

. . 2 . .
W =P 2 9 —12¢ 1 1
sin? p = <H> = ¢ te = — — —cos(2¢p)

24 4 2 2

1
/sm wdp —g Z 'n(2g0)
9 el 4 et 2P _ 9 4 o120 ol 4 o—ip
sin“ ¢ cos pdy 5 = - 1 5
— 1 ( 30 26“’0 te —ip _|_€z<p — 2™ ip +e—13<p>
8
1

é (62350 + e—z3gp — e e—zgp)

1 1
=708¢ — 4 cos(3¢)

1 1
/ sin? ¢ cos pdyp =1 sin g — 3 sin(3y)



Ainsi, reprenant notre calcul

a 1 1 27 a 2p 4
/// 22dxdydz :27r/ [Rr?’ (p —sinpcosyp) + 3= sin® cp} = 27r2R/ r3dr = - fa?
Q 0 2 3 0 0 2

Les exercices suivants sont une révision d’analyse II
Exercice 4. (i) Soit D= {(z,y) €eR?: 2>0,y>0cet z+y < 1}.

Calculer/ V1—z—ydzdy

(#) Soit D = {:cy)E]R2 22 +y? <2(x + 22 +y?)}

Calculer / / dz dy
(22 + y?)

Indzca,twn : Ne pas essayer de faire un dessin. De plus, on pourra utiliser que 2cos?(6/2) =
1 + cos(0).

(ii3) Soit D = {(z,y,2) ER3: 2>0,y>0,2>0, 2<1—y? et z+y <1}
Indication : Si un dessin est faisable, ¢a n’aide pas beaucoup a l’exercice.

Calculer ///z drdydz
D

Solution :

(7) Dy est le triangle de sommets (0,0), (0,1) et (1,0). On peut le paramétrer par

Dlz{(x,y)eRQ:xe[0,1],ye[0,1—x]}.

1 11—z
//\/lf:cfydazdy:/dx/\/lfxfydy
Dy 0 0
1 9 y=1—x
:/(—3(1—x—y)3/2 )dm
0 y=0
2 / 2 2 1
_z 3/2 4. 4 (_% 5/2|*=
30/(1 o2 dr =2 ( S (1-a) M)
_22_4
35 15

(#) Pour paramétrer Do, nous utilisons les coordonnées polaires, x = rcosf et y = rsinf, avec
0 € [0,27] et 7 € [0,2(1 + cos 0)]. En effet, observer que

O§x2+y2§2(ac+\/m2—|—y2> < 0<r<2(1+cosb).



Rappelons que pour les coordonnées polaires, le jacobien est r.

2(1+4-cos H) 2w

dedy —_— d0 —=rdr= [ 21/2(1 + cosf)df
2 2 3/2
(22 +y?)1 r 0

en utilisant I'identité trigonométrique 14 cos @ = 2 cos?(6/2), on trouve

2w b 2m
= 4/ |cos(0/2)| df = 4/005(9/2) do — 4/008(0/2) do
0 ks
= 8sin(0/2)5=7 — 8 sin(6/2)]9=2" = 16.
(7%) On a D3 = E; N Ey avec

By ={(z,y,2) €R® : 220, 2<1-¢?}
EQ:{(x’y’Z)eRg tw>0,y>0, et :c+y§1}

|E1 dans leplanx=0| |E2 dans leplanz=()|

z Yy



............

x
L
D3 ={(z,y,2) eR®: 2 €[0,1],y € [0,1 — ], z € [0,1 —¢?]}.
—x 1 1 1—x
///zdxdydz—/da;/dy / zdz—i/da:/(l y*)? dy
0 0
1 1 2 1 |y=l-=
3 5
=3 y—3y + -y )dm
20/< 3 57 |y=o
1/ 2 1
:/((1x)(1:v)3+(1x)5>dx
2 3
0
1 1 1 1 =l 11
(il S (1) - (1 — 6) _
2( p o)+ gl—a) -5 =aP) =5

Exercice 5.
Calculer le volume de :

(i) D={(z,y,2) e R 122 +y? + 22 <1 et 22 +y% < z}.
(it) D={(z,y,2) ER3:x+y+2<V2, 224+9?><1, 2>0, y>0etz>0}.
Suggestion : Selon la méthode utilisée, la primitive suivante peut étre utile (qu’on trouve avec



le changement de variables x = cos(t)) :

/\/ 1 —a22dx = (x\/ 1—a2— arccos(az)) .

N | =

Solution :

(i) On passe en coordonnées cylindriques : (z,y,z) = (rcosf,rsinf, z), r > 0, 6 € [0,27], z € R.
Nos conditions deviennent

P4+t +22<1 e rP42<1
x2—|—y2§z s <z

Le dessin dans le plan r, z :

Les coordonnées du point (r*, z*) sont les coordonnées de I'intersection des deux courbes 12422 =
letr?=z2

2 21 —1£+5
{ZQtZZ = 22+Z_1:O = Z*:/

vu que z* =12 > 0, on déduit z* = @ et r* =4/ @ En effet, *15\/5 < 0.

72

N

5?(/@\&

?afa\oo{[o ol

Variante 1 : Le tout en coordonnées cylindriques, z-simple.

On paramétrise D en coordonnées cylindriques

-1
D= {(rcos@,rsin&,z) ER3 : 0e0,2n], re {0, V5 L2 <z< M}



Ainsi, vu que le jacobien des coordonnées cylindriques est r, on a

Volume(D) :// ldzdydz
D

_/’271’/\/\/521 /\/1—7“2
B 0 0 72

rdzdrdf
V5—1
—277/ rv1—1r2—r3dr
0
V51

3 2 4 2 3
1 1(3-+5 : 1
1 1(3-+5 : 1

3

On pourrait s’arréter la. Néanmoins, vu que

ZO on a

—\/5>2_ 3—\@ 3_ 27 — 27v/5 + 45 — 5\/5
B 2 B 8
\/ 32‘[ =1/9-4V5 \/22—2 25+ /5

=\/(2-V5)? =2 VB = V52

et donc
Volume(D) :% (3v5-1-8(v5-2)) = 112 (15-5V5) = %(3 —V5).

Variante 2 : Le tout en coordonnées cylindriques, découpage r-simple.
On a D = Dy U Dy avec

Dlz{(rcose,rsinﬁ,z)eRg : 0el0,2n], z €

-1
Dg—{(TCOSQ,rsinﬁ,z) cR? : 0e0,2n], z € [\/5 ,11, 0<r< \/1—22}



Do
Z*
21
— r

On calcule (on rappele le que jacobien des coordonnées cylindriques est ) :

Volume(D1) :/// ldxdydz
Dy

Ve
/ rdrdzdf
0 0
5—1
2

1
1 2} r=vz

B

—or /07 [r

5 dz

r=0

10



et
Volume(D3) = / / / ldxdydz
D1

2 rl V1—22
:/0 /\/521/0 rdrdzdf
1

1 r=v1—22
2] dz

=27 Vo1 [2T

5 r=0

()
3 2 3 2
1—v5 5V5—-1-15+3V5
5 T 24

1—\/5+8\/5—16>

£
(g 2 24
£
(4
(3

Pour finir,
Volume(D) = Volume(D;) + Volume(Dsy) =

_om (3-5)

12

(3-v5)+ = (3-v5)

m
4

Variante 3 : Mi-sphérique, mi-cylindrinque.
Si on découpe le domaine de la facon suivante :

la partie supérieure peut étre reparamétrisée en coordonnées sphériques. tandis que pour la
partie inférieure, on peut la paramétrer avec r2<z< j—:r ou Z—:z <r<,/z

Pour ceci, il nous faut trouver I’angle ¢ qui est 'angle maximum pour ¢ dans les coordonnées
sphériques.

*

Vu qu’on connait les coordonnées de (r*,2z*), on essaie de trouver I'angle ¢* avec un peu de

trigonométrie.

11



tan(@*) :Z* = r—* = \/5_ 1

qui n’est pas un angle remarquable... Mais bon, on peut quand méme essayer de faire le calcul,
car méme si on connait pas ¢*, on connait son cosinus, son sinus et sa tangente, et peut-étre que
ca suffit. (C’est dangereux, n’essayez ceci examen qu’en cas de dernier recours)

Enfin, on utilise que D = Dy U Dy avec

5—-1 5—-1
Dl_{(rcosﬁ,rsiHG,z)eRs : 0el0,2n], r e {0, \f2 , 1t <z< \[2 r}
D2:{(rcos@singp,rsin&sincp,rcosgp) eER3 : he [0,27], r € ]0,1], p € [0,@*]}

Ainsi, en utilisant que le jacobien des coordonnées cylindriques est r,
Volume(D;) = // ldxdydz
Dy

w B
:/ / /2 rdzdrdf
0 0 r

V5-1
\/ / -1
:271'/ ’ 7\/5 r2—p3
0 2

dr
/\/52—1
=27 {1 V5 - 1r3 — ir4]

3 2
0

=) 0))

12



et en utilisant que le jacobien des coordonnées sphériques est 72 sin ¢, on a

Volume(Ds) = / / ldzdydz
Do

2 1l pe*

:/ / / r? sin pdodrdd
o Jo Jo

27

= (—cos(g") + 1)

On conclut
Volume(D) = Volume(D;) + Volume(D5)
=T (3-VB)+ 2 (3-v5) = 2 (3-5)
(%) On a D = E; N Ey avec
By :{(x,y,z) eR3 : 0<z2,0<y, 0<z, z4+y+2< \/5}

Egz{(m,y,z)€R3 :0<z, 0<y, 0<z, m2+y2§1}

13



S

Variante 1 : En coordonnées cartériennes.
On propose qu’une seule fagon d’encadrer nos différentes variables (il y en a d’autres) :

a(r,y) <z <B(x,y), (@) <y<i(zr), a<z<bh
Nos différentes conditions sont :
TH+y+2<vV2, 2?2+y?<1, 2>0, y>0etz>0

on considere celles qui font intervenir z : 0 < z < V2—z— 1.
On obtient une nouvelle condition par transitivité : 0 < /2 —z — y.

Nos différentes conditions deviennent
r4+y<V2, 2?2 +y* <1, >0, y>0
on considere celles qui font intervenir vy :

0<y
T4+y<V2 s y<V2-uz

2?+y2 <1 & —V1-22<y<V1—2a2

on déduit

max{O,—\/l—:UQ}Sygmin{\/ﬁ—x,\/l—:ﬁ}

14



or, max {0, —V1— x2} =0

Six > \/i, on a min {ﬂ —x,V1— x2} =V2—z (ceci n’est jamais le cas, car on a besoin que

0 < v/2 — x par transitivité.)

Siz<+v2,0ona0<+v2—zv1—22et donc Pordre entre v2 — z et V1 — 22 est le méme que

celui entre (v/2 — x)? et 1 —22. Or, (V2 —2)? =2 — 2¢/2z + 22.

Montrons que 1 —22 < 2-2V2x+422, i.e. 222 —2/2x+1 > 0. Or, le discriminant de ce polynome
est A =8 — 8 = 0 qui a donc une seule racine et est toujours du méme signe (positif, vu que le

terme de plus haut degré est positif.)
Pour finir,

0<y<V1-—a2

On obtient implicitement la condition —1 < x < 1 et il nous reste les conditions

>0, —-1<x<1

et donc 0 < x < 1. Pour finir,

D:{(:U,y,z)ER3 2 e0,1,0<y <V1—2a2 ngﬁ\/i—:r—y}

et

Volume(D) = / / ldxdydz
D

1 V1=22 pV2—2—y
= / / / ldzdydx
0o JO 0

1 pvV1—x2
:/ / V2 -z — ydydz
0o Jo

y=v1—z2

1 1
e
0 2

y=0

—/1\/5\/1—902—36\/1—902—;(1—1’2)d95
0

2

_ [ﬂ ( V1—a2— arccos(:c)) + %(1 )

2 1

_v2m 111
22 3

- 2w 2

4 3

Variante 2 : Coordonnées cylindriques

Nlw

On pose (z,y,z) = (rcosf,rsinf, z) avec r >0, § € [—7, 7], z € R.

Nos conditions deviennent

r+y+2<V2
m2+y2§1
x>0

y=>0
z>0

te ¢ 02

rcosf +rsinf+z < V2
0<r<i1

mw T
gec |2 =~
6[2’2]

6 € [0, 7]

change pas.



et donc, on a
D= {(rcos@,rsin@,z) €ER3 : fHc {0, ;r}, relf0,1], 0<z< \@_TCOSG_TSiHQ}

Observons tout de méme que pour tout 0 < r < 1et 0 < 0 < 7/2, la quantité V2 —rcos —
rsind > 0, avec égalité si et seulement sir =1 et § = 7/4.

Ainsi, vu que le jacobien des coordonnées cylindriques est 7, on calcule

Volume(D) :// ldzdydz
D

g 1 2—rcosf—rsinf
= / / / rdzdrdd
0 0 Jo

T
= / ’ / V2r — r? cos 0 — r? sin Odrd0
o Jo

3v2 1 1
:/02 {—SCOSH—BSiHQdH
2 1 L
—Q—i-—[—sine—l—cosﬂé2
4 3
_Vor 2
4 3

Démonstration de la suggestion : (pour les curieu - x - ses)

En utilisant que pour x €] — 1, 1],

1
. [arccos(z)] = A
on a
d
d (1 s e 15 =27 1
dx[Q (a: —x —arccos(a:))} =3 - +a:§ Vi A
1 22 1
=—(VI—-22-
2( V1—22 1-—22
11-2? -2 41
2

On trouve la primitive de la fagon suivante :

16



- / CCCCCC (x) sin?(y) sin(y)dx
cccccc (z)

- / sin®(y)dy

- [5 v = siny) costo)]

(sin (arccos(x)) cos (arccos(x)) — arccos(x))

(\/1 — cos? (arccos(x))r — arccos(a:))

(a:\/ 1—22— arccos(a:))

N = N~ N~

17

t = cos(y)
y = arccos(t)
dt = —sin(y)dy



