EPFL — Automne 2025 D. Stritt
Analyse III - CGC GC SIE Corrigé
Série 5 9 octobre 2025

Exercice 1 (ex 4.1 et 4.2 p. 41, corrigé p. 44).
Vérifier le théoreme de Green dans les cas suivants :

(i) A={(z,y) eR*: 2%+ 42 <1} et F(x,y) = (zy,y?)
(it) A={(z,y) eR*:1<2?+y? <4} et F(z,y) = (x+y,y%).
Solution :

(7) Calcul rotationnel : On a
0 3}
rot F(x,y) = — {yﬂ — — [zy] = —=.

Paramétrisation du domaine :

On passe en coordonnées polaires : (x,y) = (rcos@,rsinf), r >0, 6 € [0, 2.
Notre condition devient 22 +9%2 <1 & r<1.

Calcul // rot Fdxdy :
A
Le jacobien des coordonnées polaires est r, et donc,

1 r2nm 1 r2m
//rot Fdzdy :/ / rot F'(r cos @, rsin 0)rdfdr :/ / —r? cos Odfdr
0 JO 0 JO
Lo, [T L3 2
= —/ T dr/ cos 0df = — {r } [—sind];" = 0.
0 0 3

Paramétrisation du bord :
Le bord est le cercle centré en (0, 0) de rayon 1. On paramétrise avec v: [0, 27r] — R? définie par
~(t) = (cost,sint).

O
L/

Cette paramétrisation laisse le domaine & gauche et on a

F(y(t)) =(costsint,sin®t)
v (t) =(—sint, cost)

2 2m
F-dl :/ (F(y(t),'(t)) dt = / <(costsint,sin2 t), (— sint,cost)> dt
0A 0 0
2

27
= / — costsin®t + costsin tdt = 0dt =0
0 0

1



(#) Calcul rotationnel : On a

Paramétrisation domaine :

Le domaine est I'anneau centré en (0, 0) entre les rayons » = 1 et 7 = 2. On passe en coordonnées
polaires, et notre condition devient 1 < 22 +¢y? <4 & 1<r<2.

Calcul // rot F(z,y)dxdy :
A

Le jacobien des coordonnées polaires et r et donc

2 27 2
// rot F'(z,y)dzdy :/ / rot F'(r cos @, rsin 0)rdfdr = / —rdfdr
A 1 Jo 1

1 ,]? 1
=27 [7‘2} = 27 <2 — ) = —3m.
2 4 2

Alternativement, vu que rot I’ est constant, on a que

/ /A rot F(xz, y)dady = rot F aire(A) = — (aire B((0,0),2) — aire B((0,0), 1))
=—(r-4—7)=-3m.

Paramétrisation OA :

Le bord a deux parties : I'y = {(z,y) € R? : 22 +y? = 1}, le cercle centré en (0,0) de rayon
1et Iy = {(x,y) € R? : 224+ ¢4% = 4} le cercle centré en (0,0) de rayon 2, qu'on paramétrise
respectivement par

71(t) =(cost,sint) t € [0, 2]
v2(t) =(2cost,2sint) t € [0,2n].




On voit que 7; laisse le domaine a droite et est donc orientée négativement, tandis que 7, laisse
le domaine & gauche et est donc orientée positivement. On a donc

F(v1(t)) =(cost + sint, sin’ t) S
/
1

~1(t) =(—sint, cost)
2m .
<(cost +sint,sin?t), (—sint, cos 1‘)> dt

N GO |

I't JO

2T

:/ —COStSiDt—SiIle—FSiDZtCOStdt

Jo

F 2¢ 1(75 int t)+1'3t27r

= |=cos“t — = (t —sintcos — sin = -7
2 2 3

0

Alternativement, on peut calculer les primitives des fonctions trigonométriques en utilisant les

formules d’Euler :
it —it it —it 1 2t —2it
costsint =< +2€ ¢ 2; =3 ¢ 2: =3 sin(2t) ®

1
/costsin tdt = — 1 cos(2t)

» it _ ot 2 Q2 o2t 9 | ]2ty e—eit | |
sin“t=(————| =———— = ——————— = — — —cos(2t)
21 4 2 2 2 2 2
t 1
/Sith 25 — Z Sln(2t)
2 (€2t 4 e=2it — 9) (¢t 4 et it 4 it =it | o=3it _ 9git _ gt
sin“tcost = — =—
8 8

1
=3 < — ) =1 cos(t) — 1 cos(3t)

2 2

1 1
/sin2 t costdt =1 sin(t) — 3 sin(3t)

Reprenons notre calcul,

F(v2(t)) == (2cost + 2sint, 4 sin® t)
¥5(t) =(—2sint, 2 cost)

27
F-dl :/ <(2 cost + 2sint,4sin®t), (—2sint, 2005t)> dt
Ty 0

2
= / —4costsint — 4sin? ¢ + 8sin t cos tdt
0
8 ) 27
= {2 cos(t) — 2 (t —sintcost) + 3 sind(t)} = —4r
0
Et pour finir,

F'dl:—/ F-dl + F-dl=nm—4r = -37
0A JI' JTo

Exercice 2 (ex 4.4i et 4.5 p. 42, corrigé p. 46).
Vérifier le théoréeme de Green dans les cas suivants :
(i) A={(z,y) eR*: 2%+ (y— 1)) <1} et F(z,y)=(—2%y,ay?)
(it) A={(z,y) eR?*: 2?2 +y?* >1 et 22 —4d<y<2} et F(a,y) = (zy,y).
Indication : 1l sera difficile de paramétrer le domaine avec une seule paramétrisation. Essayez de
dessiner le domaine A puis, vous avez deux options :



e Calculer / / rot F(x,y)dxdy comme une intégrale moins une autre. (Recommandé car plus
A

rapide)
e Séparer le domaine en quatre parties z-simples ou y-simples. (Pas recommandé car plus
long)

Solution :

(7) Calcul rotationnel : On a
¢ F _ 9.2 9 21_.2.,,2
rot F(z,y) = 5 k2 [—2%y| =22 +y

Paramétrisation A :

On passe en coordonnées polaires centrées en (0,1) : (z,y) = (rcosf, 1+rsinf), r > 0, 0 € [0, 27].
Notre condition devient 2% + (y —1)2 <1 & r <1

Calcul // rot F(x,y)dzdy :
A

Le jacobien des coordonnées polaires est r et donc,
1 27
// rot F(x,y)dzxdy :/ / rot F'(rcos @, 1 + rsin0)rdfdr
A 0 Jo
1 2w
:/ / 1 cos? 0 + 1 (1 + rsin 0)” dfdr
0 Jo
1 r2n
= / / 3 (0082 0 + sin® 0) + 2r? sin 0 + rdfdr
0 Jo

1
:/ 2711 + 212 [cos 0]5 =2 4+ 2mrdr
0 ———

=0
1 1,]" 3
=27 |:4T4 + 2T2:|0 = 57'('.

Paramétrisation 0A :
Le bord de A est le cercle de rayon 1 centré en (0,1) qu'on paramétrise avec v: [0,27] — R2

définie par y(t) = (cost,sint).

Cette paramétrisation laisse le domaine a gauche et est donc orientée positivement.

Calcul F-dl:
0A



On a,
— 2 24 . )
F(~()) = (— cos“t — cos“tsint, cost + 2costsint + costsin t)
7' (t) =(—sint, cost)
2m
F-dl :/ <<— cos® t — COSQtSint,COSt + 2costsint + costsin® t) , (—sint, Cost)> dt
0A 0

27
= / cos® tsint + cos® tsin? t + cos® t + 2 cos? tsin t + cos? ¢ sin® tdt
0

2
= 3cos?tsint + 2cos? tsin? t + cos® tdt
0

On trouve la primitive de cos?tsin’t et cos?t a 'aide des formules d’euler :

(eit i e—it) <€it B e‘it)>2

. N\ 2
e?zt . e—2zt>

<e4it _94 €f4it)

|
—_

|

| =] =

RERSN IRIRCN
/N N

1 €4it + e—4it _ 1 1

1
1

— s cos(4t
8 8 2 g g st
t 1

/cos2 tsin? tdt == — — sin(4t)
8 32
. N2
2, (€ e\ L ~2it
Cost—< 5 —4(6 +2+4e )

1 1 24t —2it

_Ll lemre ™
2 2 2

/cos2 tdt _L + 1sin(27§)
2 4
Enfin,
t 1 t 1 3
MF ~dl = [—cosgt—i- 1 Esin(llt) + 5 + Zsin(Qt) . = g
(7) Calcul du rotationnel de F :
3} 0
rot F(z,y) = 5o Wl = 5 [29] = —=.

Paramétrisation A et calcul // rot F(z,y)dxdy :
A



~
~

Attention a bien vérifier que le disque ne touche pas les autres courbes mathématiquement éga-

lement. Particulierement lorsqu’on dessine les choses a la main, chercher les points d’intersection
est important :

\

Aoz{(:c,y)eR2 : x2—4§y§2}

y=u1x>—4

Pour calculer I'intégrale, on va donc calculer celle sur

qui est y-simple et on retranchera 'intégrale sur le disque au centre

Alz{(m,y) ceR? . :132+y2<1}

L’intersection entre y — 2 et y = 22 — 4

p— ‘)
{Z: ;274 = 22-4=2= z=+V6

et donc les deux courbes se croisent en (—v/6,2) et (v/6,2).
L’intersection entre y = 2% — 4 et 2% + ¢ =1

-1+v1-12

2
Yy re —4 - 2 2 o o

qui n’a pas de solution et donc les courbes ne se croisent pas.
L’intersection entre z° + y?> = 1 et yy — 2

{1: m2+y2

= 1=2244 =22=-3
= 2



qui n’a pas de solution et donc les courbes ne se croisent pas.
Une alternative a calculer // rot F(x,y)dzdy = // rot F(x,y)dxdy — // rot F'(x,y)dxdy est
A Ag Ay

de séparer A en quatre parties y simple ou z simple :

y-simple x-simple

AN

0
| /dR B

1
% NP

7

Variante 1 : A = Ap\ A1
On utilise les coordonnées cartésiennes pour Ay qui est y-simple :

Aoz{(x,y)€R2 T € [—\@,\/6],3:2—4§y§2}.

On a donc

V6 2 V6 1 V6
// rot F(z,y)dxdy :/ / —xdydxr = / —6x + x3dx = [—sz + ac4]
Ao -6 Jz2—4 -6 4 -6

= —184+9+18-9=0

On utilise les coordonées polaires pour Ay, (z,y) = (rcosf,rsinf), r > 0, § € [0,2x]. La
condition devient 22 +y?> <1 < r < 1. Ainsi,

1 r2nm
// rot F(x,y)dzdy = = / / rot F'(r cos 0,7 sin 0)rdfdr
Ay 0o Jo

1 21 1 1 9
:/ / —r2 cos 0dOdr = — {7’3} [sin]g" =0
0 Jo 3 lo

et finalement

// rot F(z,y)dxdy = // rot F(z,y)dxdy — // rot F(z,y)dxdy = 0
A Ao Ax

Variante 2: A = E1 U By U E3 U Ey.



Elz{(x,y)eRQ Cx € [—\/6,—1}@2—4§y§2}

-1 42 ~1 1 11
// rot F(z,y)dxdy :/ / —xdydx = / —6z + 23dx = [—33@2 + xﬂ
By V6 Ja2-a WV 4" |_ s

= 3+1+w 9—6+1
- 4 - 4

B ={(z,y) R : ze[-1,1],V1-2 <y<2f
b ! 1 3 1
rot F'(x,y)dxd :/ / —xd da::/ Mx—2xda::{—l—x22—x2]
//E2 (@, y)dady -1JV1-a2 Y -1 3( ) _1

=0-1+0+1=0

EBZ{(%?J)GRQ : xe[—l,l],x2—4§yg_m}

1 p—V1-a? 1
// rot F'(x,y)dzxdy :/ / —xdydx = /
Es3 —1Jx2—4 -1

—0-14+0+1=0

E4:{(x,y)€R2 T x € [1,\/6’],372—4§y§2}

V6 2 V6 1 V6
// rot F'(x,y)dzxdy :/ / —xdydx = / —6x + 23dx = [—3x2 + xﬂ
Eq 1 x2—4 1 4 |4
— 184943 T- 61
B 4 4

// rot F(z,y)dxdy = // rot F(z,y)dxdy + // rot F(z,y)dxdy
A Eq Ey
+ // rot F(x,y)dxdy + // rot F'(x,y)dxdy =0
E3 E4

Variante 3 : A = F1 U Fo U F3 U Fy.
Cette variante est omise.

Exercice 3 (ex 4.3 p. 42, corrigé p. 45).
Soit 2 C R? le triangle de sommets (0, 0), (0,1) et (1,0). Soit f(z,y) =y + e*. Calculer :

(i) [ Aftay) dody
Q

(47) / (Vf(z,y),v)dl ot v = (v1,12) est la normale extérieure unité a 9<.
o0
Solution :



(i) On a

L) =g ly+el ="
Hwn=Lie=e
g]yc(:c,y) =§y ly+e’]=1
o L) =2 m =0
Af(z,y) =e*

Le domaine est soit  simple avec 0 < 2 <1 —y pour y € [0, 1] soit y simple avec 0 <y <1—x
pour z € [0, 1].

Variante 1 pour le calcul de // Af(z,y)dzdx : z-simple.
Q

On a
1-y - 1
//Afxyda:dy / Idxdy—/ il s ydy—/ el 7Y — 1dy
0
Variante 1 pour le calcul de / Af(z,y)dzdx : y-simple.
Q

//Q Af(x,y)drdy :/1 /011 e*dydr = /01(1 — z)e"dr = [ef”](l) _ /01 e da

1
IEPe—l—[xe +/ edr=e—1—e4+0+e—1=e—2
0

y} =—1-1+e+0=e—-2.

Le bord de €2 se sépare en 3 parties :
r
IS AN

Iy

qu’on paramétrise respectivement par :
Ly:y1: [0,1] = R? ¢t i (t) = (£,0)
To:qe: [0,1] = R? &t y(t) = (t,1—1)
I3:73:[0,1] = R? @t 3(t) = (0,1)

De plus, on a

Vi(z,y) = (e"1)

Variante 1 pour la calcul de / (Vf(x,y),v)dl : trouver la normale extérieur en inspectant le
o0

dessin.



<

I
—
S
Sl
~

v=(0,-1)
Ainsi,
(Vf(n(t),v) = <(€t 1), (0, —1)> =1
71 (t) =(1,0)
1) =1
/ (Vf(z,y),v) dl:/1 1 ldt= -1
JI
. 11\ 1/,
st = (1) (F5.75) ) = 75 (¢ +1)
Y5(t) =(1,-1)
a6 =v2
1y,
[ Vs = [ (1) Vi = o
(Vf(s(t),v) =((1,1),(~-1,0)) = —1
7:@(1) =(0, 1>1
/[ (Vf(z,y),v)dl :'/U —1-1=-1
Pour finir,

/m (V (2, y),v)dl = /F (V f(2,y),v) dl + /F (V (2, y), v) dl + /r (V (), ) dl = e —2

Remarque.
Vu que (Vf(x,y),v) est scalaire, il n’y a pas besoin de se préoccuper de l'orientation du bord.

Variante 2 pour le calcul de / / (Vf(z,y),v)dl : utiliser la formule pour les intégrales du type
o0
f{)Q <F’ V) dl

On observe que I'y est orienté positivement tandis que I's et I's sont orientés négativement.

10



(L), (728, ~ (3 (1)) = (¢!, 1), (0, 1)) = —1

Pour finir, en prenant en compte l'orientation de nos courbes :

[ i@y, vdi= [ (Vf@yyd- [ (fegd- [ (Vi) d=e-2
o002 I I JI'3

2

Exercice 4 (ex 4.9i p. 43, corrigé p. 51).
Soit  C R? un domaine régulier dont le bord 9 est orienté positivement. Soient les champs vectoriels
F, G1 et G définis par

F(xvy) - (_y7$)7 Gl(xay) - (0,[17) et Gg(l',y) - (_yao)'

Montrer que :

(7) Aire(2 / F-dl
(i1) Aire(Q2) = Gy -dl
oN
(@ii) Aire(Q2) = Gy - dl
oN
Solution :

(7) Par le théoréme de Green, on a

1 1
= F-dl = 2/rotF(aj y)d:ndy

2 Jog
/ 8$ 8y —yl drdy

—= [ 2dzd
2/9 Ty

:/ ldzdy = Aire(Q).
Q

11



(7) Par le théoréme de Green, on a
Gp-dl = / rot Gy (z, y)dxdy

—/ E [x] ——y [0] dxdy

:/ ldxdy = Aire(Q).
Q

o0N

(7i) Par le théoreme de Green, on a
Go-dl = / rot Go(z, y)d:rdy

/ (933 y —y] dzdy

:/ ldzdy = Aire(Q).
Q

o0N
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