EPFL — Automne 2025 D. Striitt
Analyse III - CGC GC SIE Exercices
Série 2 18 septembre 2025
Remarque.

Certains exercices proviennent du livre Analyse Avancée pour Ingénieurs, par B. Dacorogna et C.
Tanteri.

Exercice 1 (ex 1.1, p. 7, corrigé p. 8).
Soit
F(x,y,z) = <y2 sin(zz), e cos(z® 4 z),log(2 + Cos(:vy))) = (F1, Fy, F3).

Calculer :

(7) grad Fy, grad Fy, grad F3

(i1) div F

(iii) rot F.
Solution :

(i) Commengcons par F;. On a

%Fl(x, Y, 2) :y2z cos(zz)

s

86};1(16, Y, z) =2y sin(xz)

O (0,9,2) =ay? cos(a2)
z

et donc
VFi(z,y,z2) = (yQZ cos(zz), 2y sin(z2), xy? cos(:cz))

Passons a Fy. On a

0F»

a—(x, Yy, z) = — 2ze? sin(z? + 2)
x

OF:

a*zf(w, y, 2) =€ cos(z® + 2)

OF:

O (4,9,2) =~ ¥sin(a? +2)

et donc
VFy(z,y,2) = (—2xey sin(z? + 2), €Y cos(z? + z), —e¥ sin(z? + z))

Finissons par F3. On a

OFy ) _#l2+cosey)]  —ysinay)
ox 77 2 4 cos(xy) 2+ cos(zy)
%(m Y, 2) :‘9% [2 + cos(ay)] _ —usin(ry)
ay Yy 2+ COS(in) 2+ COS(I'y)
OF;
g(l‘a Y, Z) =0

et donc in(zy) in(zy)

[ —ysin(zy) —zsin(zy

VF3(x7y7z) - <2+C08(xy)7 2+COS($?/)’O>

1



() On a

OF N OF; n OF3
oz oy 0z
=122 cos(xz) + €Y cos(z? + 2) +0

divF =

(77) On a
€1 €9 €3
o] o] o)
rot F = or Oy 0z
Fy Fy F3
B (8F3 _OF, OF 0F; 9F, 8F1>

oy 0z’ 0z Ox ' Ox oy
B ( —z sin(zy)
~ \ 2+ cos(zy)

—ysin(y)

+e¥sin(a® + z), 2y” cos(xz) — 2 + cos(zy)

,—2xeY sin(x? + 2) — 2y Sin(:vz)>
Exercice 2 (ex 1.2, p. 7, corrigé p. 8).

Sif:R>— Rest CYR?) et FF: R® — R3 est C1(R?R3), alors parmi les expressions suivantes
lesquelles ont un sens ?

(i) Vf (7v) div f (vii) rot f
(i) f-Vf (v) div(f - F) (viii) f-rot F
(7i) (F,Vf) (vi) rot(f - F) (iz) rotdiv F'
Solution :

Le but est d’utiliser les regles suivantes :
— V s’applique a des champs scalaireslﬂ
— V donne un champ vectoriel
— rot et div d’appliquent a des champs vectoriels.

— rot donne un champ vectoriel (vu qu’on est dans R3. Si on était dans R? ca serait un champ
scalaire.)

— div donne un champ scalaire.

(i) OK : V est défini pour les champs scalaires. On obtient un champ vectoriel.

(i5) OK : V[ est défini et est un champ vectoriel. On peut ensuite multiplier le champ vectoriel V f
par le champ scalaire f : On utilise point par point la multiplication par scalaire d’un vecteur.

(iii) OK : F et V[ sont des champs vectoriels et on peut donc prendre le produit scalaire des deux.
(iv) Oh hell nah! : La divergence ne s’applique qu’a des champs vectoriels; f est un champ scalaire.

(v) OK : f - F obtenu par multiplication par scalaire du champ vectoriel F' par f est un champ
vectoriel. La divergence prend bien des champs vectoriels.

(vi) OK : f - F obtenu par multiplication par scalaire du champ vectoriel F' par f est un champ
vectoriel. Le rotationnel prend bien des champs vectoriels.

(vii) Oh hell nah! : Le rotationnel ne s’applique qu’a des champs vectoriels; f est un champ scalaire.

(viii) OK : F est un champ scalaire et vu qu’on est dans R3, rot F' est également un champ vectoriel.
Ensuite, on multiplie par le scalaire f.

(ix) Oh hell nah! : div F est un champ scalaire et le rotationnel a besoin d’un champ vectoriel.

1. On interpréte ici V comme le gradient. En vrai, V s’applique aussi & des fonction g: R™ — R" et s’interprete
comme la matrice jacobienne



Exercice 3 (exemple 1.3, p. 6).

Soient = (z1,...,2n), a = (a1,...,a,), et r: R" — R définie par 7(z) = ||z — a| = />orq (2 — a;i)?.
Soit f le champ scalaire défini par f(x) = 1/r(x). Calculer Af.
Solution :

On a que f est la composition de plusieurs fonctions. Donc, en procédant étape par étape,

T T N T o §
T%(x)*axj [T'(a:) 1} = —r(x) 2@(95) Max][ izzl(mz a;)?
-1 1 1 6 n
RN > e [Z( - )]

2
= 3 Z . (961 - ai)
2(X0y (2 — a;)2)? i1 0% [ }

Remarquons & ce stade que si i # j, alors (z; — a;)? ne dépend pas de x; et donc 8%]- [(z; — ai)2] =0,
tandis que si i = j, a%j [(zi — ai)?] = 2(zj — a;).
Ainsi,

of -1 Wi — T

_J — 2 o q.) — J J

Ox; (z) 3 (25— ay) r(z)3

On passe a la dérivée d’ordre 2,

2 aj; — ,
gxg@ e |2 = @ g @] = o + = )@ )
= - L a xi)(— 7“:6_4i 3 €T a
—— o 4= )(3r@) (%j[ >t - )’
_ 1 3(553'*“])} 1 i —a
TR @ Ve )
1 Ti—a;)?
-~ R
Pour finir,
n 2
Af) =Y 02 @)
j=1Y"j
_n _ 1 (1’]_%)2>
‘§< P Ty
__n 3 & a2
- r(a:)3+r(x)5j§( J ])
=r(x)?
_3—n
Trap

Exercice 4 (ex 1.6&1.7, p. 8, corrigé p. 11).
Soit  C R? un ouvert. Montrer que :

(i) Si f € CY(Q) et g € C?(Q), alors :

div(f grad g) = fAg + (grad f, grad g)



(1) Si f,g € CY(Q), alors :
grad(fg) = fegradg + ggrad f

(7ii) Si f € CH(Q) et F € CY(Q,R3) alors :
div(fF) = fdivF + (F,grad f)

(iw) Si F € C?(Q,R3), alors :
rotrot F' = —AF + grad div F,
ou pour F' = (Fy, Fy, F3) on note AF = (AF), AF,, AF3).
(v) Si feCYQ) et FeCHQR3), alors :

rot(fF) =grad f A F + frot F

Solution :
Pour les 3 premiers points, on fait la démonstration dans le cas plus général ou Q2 C R™ avec n
quelconque. Pour les deux derniers, ils ne sont vrais que pour n = 3.

(i) On a
N 9 N0 [ 09| _N~(0f 99 0%
j=1 j=1 7j=1 J
=~ df 9g &g
=y LTy,
—_—— ——
:<Vf7Vg> =Ag
qui est le résultat voulu.
(#) Vu que
O o — 99 OF
on a
_(¢9%9 ,  9F .99 ‘9f)
V(f9) = ( 0x1 +g@x1’m’ Oxy, +g@xn
_(9%9 99 of af)
=/ (6%1 T (%cn) t9 (8371 7 Oxy,
=fVg+gV/.
(éii) On a
_ 0 B "0 B " [ of OF}
div(fF) _Z:@T:] {(fF)]} = ZT%UFJ] = Z (&chj fa%)
j=1 7j=1 7j=1
" of " OF.
=3 R E Y
jz:; z; 7 ]; Ox;
———
=(Vf,F) =divF

qui est le résultat voulu.



(7v) On a

€1 €2 €3

o 4 9 (8F3_3F2 oOF, 0F3 OFy 8F1>

rot I = 9z 87y 92| =
Fy Fy Fj

oy 0z 0z Ox ' Ox oy

Ainsi, (noter que vu que F est C?, lorsqu’on on prend les dérivées partielles d’ordre 2, I'ordre
des variables par rapport a laquelle on dérive n’a pas d’importance)

€1 €9 €3
rotrot ' = a% = %

oy 0
OFy _ 0Fy OF _ 0F3 0OFy _ OF
oy 0z 0z ox ox oy

(82FQ 62F1 (92F1 82F3> e
= - 1

oxdy 0y 02z + 0x0z
O*Fy, 0°F  0°F3; 0’
- ) + + - 2 €2
ox Ooxdy Oydz 0Oz
PP PR OPFs N O*Fy .
0rdz Oz oyr " oyoz ) ¥

D’un autre c6té, on a

0 ... 0 [0Fy | OFy  OF3
%[dlvﬂ T ox { Ox + oy + 82}
0’F,  0’°F,  9*F;

=+ +
0x?2  Oxzdy 0Ox0z
0 [8F1 N OF, N 8F3}
Oy | Oz oy 0z
_0*Fy N O*F,  O°F3
S Qxdy  Oy?  Oydz
o0 ... 0 [0Fy 0Fy, OF;
a[dlvﬂ GE [&r + oy + 82}
0’°F,  0°F,  0°Fy
= + +
0xdz 0Oydz 022

0 ..
8—y[d1vF]

Ainsi,

 div F_(am 0’°F,  0*Fy 0°F)  0°F,  0°F3 O°F, 0P 82F3>

0x2  Oxdy 0x0z’ 0xdy Oy + Oydz 0xdz  Oydz + 022

et donc

0*F, 0%*Fy O0%*F, 0*F, O0*F, O0%*F, 0°F; O0%*F; OF
VdivF—rotroth( 1 1 1 2 2 2 3 3 4 3)

Ox? + oy? + 0227 Ox? + Oy? + 0227 Ox? Oy? 022
=AF.

En réarrangeant les termes, on obtient le résultat voulu.



(v) On a

€1 €2 €3

o) el o)

I‘Ot(fF) =\ oz Fy 92
fF fFy fF3

= <§y[fF3] - ;Z[fFﬂaaaz[fFﬂ - aax[fF:a], ;;UF?] - aay[fFl])

iy <8F3 _OF, 9P, OF, OF, 8F1>
7\ oy 0z 0z Ox Ox oy

Ofp, 0fp 0fp Ofp Ofpn Of )
+<8y R . e A e
0 0 0 0 0
:rrotF—i—( ng—aifFQ, afFl—afng, afFQ af 1)

D’un autre co6té,

€1 €9 €3
_|9f of of
ViNF=|9 ¢ 9L

r Oy Oz
P P F
Of p 0fp 0f . Ofp 9f _3f)
(8y3 Ry e Sl e B s

En comparant avec ce qu’on a obtenu dans le calcul de rot(fF'), on obtient bien
rot(fF) =VfAF+ frotF,
qui est le résultat voulu.

Exercice 5 (ex 1.4, p. 7, corrigé p. 9).
Soit f € C%(Q), ot
Q= {(x,y) eR?: 2,y > 0}.
(i) Montrer que, si
9(r,0) = f (rcosf, rsin0) = f(z,),

alors
&g(r,0)  19g(r,0) 1 0%(r,0) 8*f(z,y)  0*f(z,y)
2 - 2 2 = 2 5 = Af(z,y).
or r Or T 00 ox oy

(it) Calculer Af pour
2
Y
=4/ 22 2 tan= | .
fz,y) := /2?2 + 9>+ (arc anx>

Solution :

(i) Variante 1 : Calcul direct.



On a

gi(r,ﬁ) :g [f(rcosf,rsinb)]

_of 9 of d ..
=3 (rcos b, rsm@)a [rcos 6] + 8y(rcos& rsm@)ar [r sin 6]

o
8—f(7“cosﬁ rsinf) cosf + gf(rcosﬁ rsinf)sin ¢
Y
d%g o [of of
W(T,G) =5 [8 (rcosé, r81n9)0089+a—y(rcos«9 ,7sin @) smé’}
_9
or

[af (rcos@,rsin 6)] cos 0 + ; [gf(r cos @, rsin 0)} sin @
Y

.
2
<83}2 (rcos @, rsin 9)% [ cos 0] + ;ﬂjgy (rcosf,rsin 0)% [ sin 0]) cos 6

O*f g . . .
[rcosf] + W(T cos @, rsin G)E [r 5111«9]) sin ¢

f .0
+<8 9 (rcos@,rsmﬁ)—a
_9%f 0 f
= -5 (rcosf, 7 sin #) cos? 9+26x(9y

0*f
+ ——=(rcosf,rsinf)sin? g

82

gg(r, 0) :% [f(rcosf,rsinf)]

(rcos@,rsin@) cosf sin 6

0 of . o .
(7“0050 rsm@)ag [rcos 0] + a—y(rcosﬁ,rsm@)% [ sin 6]

(rcosf,rsinf)sinf + g‘;(rcosﬁ rsin f) cos@)

0%g
062

4S

rcos@ ,7sin0) sin 0 + 8—f(rcost9 rsinf) cos@)]

(-
(r,0) = 869 By
= (-

[ (rcos@,rsin 9)] sin @ — gf(r cos 0, rsin ) cos 0
x

9
06
0

of of N
56 [3 (rcosb, rsm@)] cosf — 6y(7‘cos€,rsm9)sm9>
o f

0xdy

52
——rsin0< f(rcos@ rsinf)— 0

52 50 [rcos 0] +

0

>

(rcosf,rsin G)Q [r sin 9])

— 7 Ccos 0%(7” cos @, rsin @)

2

o°f
+ rcosf <8a:8y

2

(rcos@,rsin 9)5(?9 [ cos 0] +

/ o0
oy (rcosf,rsinf) 50 [rsin 9])

— rsin Ha—f(r cosf,rsinf)

Jy
an 2
=r2sin HW (rcos B, rsin @) — 2r? cos f sin f 920y (rcosf,rsinf)

2
+ 72 cos? 9%(7‘ cos @, rsin @)
)

— T oS Gg(r cos @, rsinf) — rsin 98—f(r cos 0, rsinf)

ox Jy



Ainsi,

9% 109, 10%
or2  ror r?06?
2 o\ 0
:(cos f 4 sin 9) w(

=1
=Af(rcosf,rsinf)

Variante 2 : Avec des feintes de physicien - nes.
Si z(r,0) = rcosf et y(r,0) = rsinf, on a

2

/ rcos@,rsinf) + <C082 0 + sin? 9) gyJ;(r cos B, rsin )

2 2
6f8y>+y<6f8x

0*f vy 0*f x
* 8:):83/7“) Ty (6338,7;7" +

=1

]
Oxdy Or  Oy2 Or

fy
e

ox T
E—COSQ—;
@——rsine——
00 Y
oy _ . y
g sin 0 "
oy
59 " Cos x
Ainsi,
o0 _0s0n 0oy _1(,07 o1
or Oxdr Oyor r \"0Ox y@y
529__1<3f ‘9f>
a2~ 2 \Toz y@y
L(ozor oyor (%50
+r<8r6x+8r8y+z<8x28r 0x0y Or
1/ 0f of
=2 (75 + gy
L(zof (yof (Ofx
+T<T8x+ray+m<8m2r
1 ,0%Ff Pf | 0% f
=2 (f” a2 T oroy TV B2
99 _0fox Ofoy _ of = Of
90 0x00  oyos  Yor oy
Pg__oyor  (#or 05 on\ | oros
002~ o0or Y\ 02200 Tozoyoe) T 900y
——xa—f— g— —82—f—i—x82f +2x
~ Tor Yoy Y\ Y022 T Tanay
of  Of | ,0%f O f 2 f
Y ox y8y+y Ox2 2:cyaxay+x Oy?

Et donc on conclut

g 109
or2  ror

10 et o
r2902 r2  9x2
=1

(5 0r Froy
Oxdy 00 Oy? 90
L i |
Yoray T T oy2
2, .92 92
x°+y ﬂ _Af
r2  0y?
—_——

=1



(7) Posons

. 9 2
g(r,0) = f(rcos@,rsinf) =r + <arctan :(1)1;0> = 7 + (arctan tan)® = r + 62

Alors,

9’9 10g 10% 1 1 247 _
a2 " ror TgﬁzoﬂL;'lJrﬁ-Q: 2 = Af(rcosf,rsinf).

Ainsi,



