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Série 1 11 septembre 2025
Notation.

Soit Q@ C R™ un ouvert, F = (Fy,..., F,): Q = R", tel que F € C'(,R") et 1 < i < m. On note

8F_<8F1 8Fn)
ow;  \ow, 0w )

Exercice 1.
Soit 2 C R™ un ouvert, F,G € C*(Q,R") et 1 < i < m. Montrer que

(4)
2. .- (28.6) +(r.25),

ou pour a,b € R", on note (a,b) le produit scalaire euclidien de a et b, c’est-a-dire,

<(I, b> = Z aibi
=1

(i) sin =3,
0 OF 0G
P [F/\G]—awi/\G—i—F/\axi

ol pour a,b € R3, on note a A b € R? le produit vectoriel de a et b, c’est-a-dire,

asbz — azbo
aAb= asb1 — a1bs
arby — azb;

Solution :

(7) On a

(77) On montre le résultat pour la premiére composante. La preuve pour les autres est en tous




points similaire. On a

(- 1FAG)) 5L [(F @)

6%- 1 :81'1‘
_ 9 Gy - Byl
*axi 2413 3G2
0 0
= o [F2Gs] — oz, [F5Gh]
0P 8Gs ([ OF; 9G>
N 8%‘ G3 F2 81‘¢ B <8$z G2 + F3 (91‘@ )
_(9F2 8F3 aGg 3G2
N 8SUZ G3 B 8931 G2 + FQT@ B F3 8$Z

oF oF 0G 0G
- (axi>2G3 - (ax)gag = <8x>3 — 5 (axi)Q
OF 0G
N <3$¢ /\G)1 * <F/\ 3$z’>1

~(grne+Fag)
9 1

Ly Ly

ce qui est le résultat voulu.

Théoréme.

Soient @ C R, Q' C R™ f € CHY) et g = (g1,--,9m) € CHQ,R™) tel que g(Q) C Q. Alors, le
produit de composition fog € CY(Q) et pour tout 1 <i <n,

f o L) dg;
5@ = 52 ) 52 o).

Exercice 2. (i) Soit p > 1 et la fonction

P
(o) i=[al? = (- ad) L Vo= (o) € R {0).
Calculer Vh,(x).
(77) Soit x € R™ fixé, une application G € C'(R";R™) qui ne s’annule jamais et la fonction

fo(t) = ;rG(m)yP, VicR.

d
Calculer ﬁfp(t).
Solution :

(7) Un calcul nous donne

o, o |[&, )
prid _8@[ 2.7 9o

R e I o
i=1 2/ 2] [Z%] 2’3;'; dzi ,_/[x]} |

2 ]
=0 si i#j et =2x; si i=j
Donc,

Y (jal) = —

=i VzeR"\ {0}

Par conséquent,
V (|z]P) = plaelP~'V (J2]) = pla|P 2z

Remarquons que cette fonction est bien définie en 0 si p > 2.



(7) Notons,

hp: R" =R :uws hy(u)

G:R" > R":v— G(v)

v R—=R" i t— v (t) = tx,
de telle sorte que

1
fp=—-hpoGon.
Pl

Ainsi, les formules classiques de dérivation d’un produit de composition donnent

dG; o~y
t
p Z 8ul £) dt ®)
1 « dyj
5 231 Z avj dt ®)-
Or, .
ohy, dr?

— p—2,, . “er —
au, (u) = plulP™*u; et I (t) = ;.

On obtient donc,

LR 0G;
_ p—2 v .
= E g |G (tz) |P~°G; (tx) o, (tz) z;.

i=1j=1
Définition.
Soit 2 C R2.
(7)) On dit que Q est y-simple si il existe a,b € R avec a < b et «,: [a,b] — R avec Vx €la,b],
a(x) < p(z) tels que

Q={(z,) €R : z€[a,b], ale) <y < Alx)}

Y, € = [3(0s)
/,@// 5 =P
L1/l o= o ()
p)

On a alors que

fadady = [ [ fe.y)dyde.
/. [

(7) On dit que €2 est z-simple si il existe a,b € R avec a < b et «, 5: [a,b] — R avec Yy €la,b],
a(y) < B(y) tels que

Q={(z,y) eR® : y€la,b], aly) <z <B(y)}




On a alors que

b rB(y)
// f(m,y)dfrdy:// [z, y)dxdy.
Q a Ja(y)
Exercice 3.

Esquisser I’ensemble A et calculer [, f(z)dx dans les cas suivants :
(1)) A={(z,y) eR® : 2€[0,1],0 <y <z}, f(z,y) = 2y.

(7)) A={(z,y) €R? : 2® <y < 2z,2>1}, fla,y) = 2.
(iii) A={(z,y) eR? | 0< 2 <3, 2—-3<y<3—z}et f(z,y) = 2% +sin(y)
Solution :

(7) Esquisse

\\\\ it >

9L

Variante 1 : y-simple.
On observe que A est y simple avec a(z) =0, f(z) = = pour z € [0, 1]. Ainsi,

1 T 1 1 Yy=x 1 1
// f(az,y)d:cdy:/ :cydydx:/ {xyz} da::/ —z3dx
A 0o Jo 0o L2 y=0 0o 2
1 =1
[l
S

Variante 2 : x-simple.



On observe que A est x simple avec a(y) =y, S(y) = 1 pour y € [0, 1]. Ainsi,

P 111,
//fa:ydxdy //:Uydxdy—/ —z“y dy:/ —r— —z°dr
2 o=y 0 2 2

1
4 0

(i) Esquisse

Commencons par vérifier pour quels x, on a 22 < 2z. On a
:L‘2§2:L‘<:>:E(:B—2) <0.

En faisant un tableau des signes, on observe que ceci est vrai pour x € [0, 2]. Ceci ensemble avec
la condition que x > 1, donne

A={(z,y) €eR? : 1<z <2 22 <y< 2}

On observe que A est y simple avec a(x) = 2%, B(z) = 2z pour z € [1,2]. Ainsi,

R Ty e e
y=a2

_px—xﬂ%’=8—4—4+1:1

rx=1

(iii) Esquisse




On utilise que A est y-simple (on a bien que pour 0 < x < 3, r —3 < 3 — 1)

3 r3—z
// f(z,y)dzdy =/ / f(z,y)dydzx
A 0 Jz—3

3 pr3—x

:/ / 2% 4 sin®(y)dydx
0 Jz-3
3 33—z

:/ (6 — 2z)x2dx —|—/ / sin®(y)dy dz.
0 0 Ja—3

—_—————
=0

Ou la deuxieme intégrale est nulle vu qu’on integre une fonction impaire sur un intervalle symé-

trique centré en 0. Ainsi,
3 b
/ f(y)dy :/ 622 — 223dx
A 0

1 r=3
= {23:3 - wﬂ

2 x=0
_ 27
2

(7v) Esquisse

Commencons par vérifier pour quels vy, %y — % < —%y + % On a

1 1 1 L 1 ey<l
¥ TS ¥ty TS
Ensemble avec la condition y > —1, on obtient que A est z-simple avec a(y) = %y — % et

B(y) = _%y + % pour y € [—1,1]. Ainsi,
_7y+1
// f(z,y)dzdy = / /1 21 ysin(zy)dzdy
V=3
== 2y+2
_/ —cos(z :2y dy

1 1 1 1
:/_1 — cos (—2y2 + 2y> + cos (2y2 - 2y) dy =0

=0

Définition (Matrice jacobienne, Jacobien).
Soit w = (ug,...,uy): R CR" = Q' CR", u = u(x) telle que

— we 0® (0 Q)
— u est inversible et u™! € C®(Q; Q)



La matrice Jacobienne de u notée Vu est la matrice dont les composantes sont

6ui

(Vu)i,j = Ons
J

Le jacobien de u, noté Jacu(x) est défini par
Jacu(x) = det Vu(x)

Théoréme (Voir aussi §8.5 du live Analyse avancée pour ingénieurs).

Soit f: ¥ — R continue, u: Q — Q' comme dans la définition ci-dessus et A C Q' un ensemble
fermé borné. Alors

[ dwy= [ s pacu(e)| dr

Exercice 4.
On admettra sans démonstration que si a = (a1,a2),b = (by,b2),c = (c1,c2) € R? sont trois points
non-alignés A = {(t1,t2) : 0<t; <1, 0<ty <1—1t1} et u: RZ2 — R? est définie par

u(tl,tQ) = t1a+tgb+ (1 - tl - tQ)C = c+t1(a — C) +t2(b— C),

Alors,
— wu est inversible, T wle, t,)
-1 2 2 / L
— u,u "t € C®(R*R?), T
ai
>

— u(A) est le triangle de sommets a, b et c. |

(7) Calculer le jacobien de u.

(it) Calculer laire d’un triangle en fonction de ses trois sommets a, b et c.
Rappel : L’aire d'un domaine  C R? est donnée par

// ldxdy
Q

Solution :
(i) On a
ouy o Ouy _
Th(tl’tz) =a1 — 1 Bt (t1,t2) =b1 — 1
Ous Oua
t1.to) =ao — —(t1,1t9) =by —
ot (t1,t2) =az — o 8t2(1’ 2) =by — c2
Ainsi,

as —c2 by —c2

Jac(u)(t1,t2) =det ( ar—ca b—a )

=(a1 —c1)(b2 — c2) — (a2 — c2) (b1 — 1)
=a1by — bac1 — ajca + cr1e2 — (agby — bicy — asey + c1c2)

:a1b2 + blcg + agcy — agbl — bgcl — ai1c€



(7)) On a, si Q est le triangle de sommets a, b et c,

//Q ldzdy ://A | Jac(u)(ty1, t2)|dt1dts

1 1—t1
:/ / ‘CleQ + 1)102 + agsc1 — a2b1 - b261 - alcg\ dtgdtl
0 JO

1
=|a1ba + bica + agcr — agby — bacy — ajca| / (1 —ty)dty
0

1
:§\a1b2 + bicg + azer — agby — bacy — ajca|

Exercice 5 (Voir aussi §8.5 du live Analyse avancée pour ingénieurs).
Calculer le jacobien des applications suivantes :

(7) Les coordonnées polaires
u(r,0) = (rcosf,rsinf)

(#) Les coordonnées sphériques
u(r,0,¢) = (rcosfsin g, rsinfsin p, r cos p)
(#i1) Les coordonnées cylindriques
u(r,0,z) = (rcosf,rsinb, z)
(iv) Les coordonnées carthésiennes.
u(z,y, 2) = (z,y, 2)
Solution :

(7) On calcule

— det Vaulr 0) — do cos(f) —rsin(6) .,
Jac(u)(r,0) = det Vu(r,0) = d t( sin(0) 1 cos() ) .

(7i) On calcule

Jac(u)(r, 0, @) =det Vu(r, 0, )

cos(0)sin(p) —rsin(f)sin(p) rcos(6) cos(p)
=det | sin(f)sin(p) rcos(f)sin(p) rsin(f) cos(p)
cos(p) 0 —rsin(yp)
=2 sin(¢p).
(7i7) On calcule
cos(f) —rsin(d) 0
Jac(u)(r,0,z) = det Vu(r,0,z) = det | sin(f) rcos(d) 0 | =r.
0 0 1

(7v) On calcule

Jac(u)(z,y, z) = det Vu(z,y, z) = det

S O =
O = O
_ o O
Il
—_

Exercice 6.
Esquisser I’ensemble A et calculer [, f(x)dx dans les cas suivants :

(1) A={(z,y) €R* | 2+ 4> <4} et f(z,y) = (2 +¢%) 2



i) A= 3. .2, .2 <. < _
(1) A={(z,y,2) eR® : 2°+9y* <1, 0< 2 <3} et f(x,y,2) T

(1) A={(z,y,2) € R® | 22 +y® + 22 <9} et f(z,y,2) = /22 + ¢?

Rappel :
% B (t — sin(t) Cos(t))} =sin®(t)
% B (t + sin(t) COS(t)):| = cos®(t)
Solution :

(7) Esquisse

Le terme 2% +y? dans la description de A nous indique qu’il est judicieux d’utiliser les coordonnées
polaires : (z,y) = (rcosf,rsinf) avec r > 0 et 0 € [0, 27],

x2—|—y2§4<:>r2§4<7%)>0§r§2.
Ainsi,
A ={(rcos,rsinf) | r €[0,2],0 € [0,27]}

et on calcule

/A f(y)dy —/02 /027r f(rcos,rsin@)rdddr

2 r2mq
= / / —rdfdr
o Jo T

=47

(71) Esquisse



A

= 2

Le terme 22+y? dans la description de A nous indique qu’il est judicieux d’utiliser les coordonnées
cylindrique : (z,y,z) = (rcos@,rsinf, z) avec r > 0, 0 € [0,27] et z € R,

P2yt <le=srt<1Z2o<r<i

Ainsi,
A={(rcosf,rsinf,z) : rel0,1],6 € [0,2x],z € [0, 3]}

2r 1 3 4 3 »—3
/ fly)dy = / / / —rdzdrdf = / 22dz = {22} =0.
A 0 o Jo 7@r 0 2=0

et on calcule

(#i1) Esquisse

Le terme 2 +y?+ 22 dans la description de A indique qu’il est judicieux d’utiliser les coordonnées
sphériques : (z,y,z) = (rcosfsin ¢, rsinfsin p, rcos @) avec r > 0, 0 € [0,27] et ¢ € [0, 7],

2242+ 2<3e=12<92%0<r<3

Ainsi,
A ={(rcosfsing,rsinfsinp,rcosp) | r €[0,3],0 € [0,27],p € [0, 7]}

10



et on calcule

3 r2r pm
/ fly)dy = / / / 7 sin r? sin pdedfdr
A o Jo Jo

3 ™
:27r/ rgdr/ sin? pde
0 0

On rappelle que

% B (t — sin(t) cos(t))] = sin?(t).
D’ou,
[, sy :Z ] :z 5 (o —sint) cos(s)| ::O
:ZWQ.
Remarque.

Le but de I'exercice suivant est d’établir des formules qui nous permettent de trouver une primitive
des fonctions sin™(z) et cos™(x) qui seront utiles dans les calculs tout au long du semestre.

Exercice 7. (i) (Facultatif) Soit n > 1 un entier. A l'aide des formules d’Euler, et du binéme de
Newton, montrer que si n est pair,

1(n 1 "X
cos™ (x) =om (n/Q) + on 1 kz:;) (k) cos ((n — 2k)x)

n 1yn/2 n/2—1 n
sin”(x) :2% (n/2) + (2?_1 > (—1)* (k:) cos((n — 2k)x)

k=0

Et si n est impair,

cos" () :% ;‘; (Z) cos ((n — 2k)x)

n—1 n-l
. n =Dz § K7
sin”(x) = ot Z(fl) f sin((n — 2k)x)

k=0

Indication : Pour le sinus, utiliser que si n est pair (—1)""* = (—1)" et si n est impair, (—1)" % =

—(-1)*
(7t) Trouver une primitive des fonctions suivantes :
(a) cos?(z) (c) cos3(x) (e) cos?(x) g) cos’(x
(b) sin?(x) (d) sin3(x) (f) sin*(x) (h) sin®(x).

Solution :

11



(7) Sin est pair, on a

COSn(.T): (em 26—11‘) 2n Z( ) i(n—k)x —1km_ 2n Z( > i(n—2k)x

n/2—1 n
1 <n> i(n—2k)x < n ) <n> i(n—Qk)z)
[ (D)o ()¢ 5 ()eteae).
2 (k:o k n2) e \F

En faisant le changement de variables kK = n — j et en renommant j en k dans la deuxiéme
somme on trouve

1 n 1 n/2—1 e n/2—1 ke
cos" () :2n<n/2> +2—n kz:% (k‘) + Z ( ) .

En utilisant que (,",) = (}) et n —2(n — k) = —(n — 2k), on déduit

1 n 1 n/2 1 n
n 2 : i(n—2k)x i(n—2k)x
cos” () 2n (n/2> 2n <k> (e € )

k=0
1 n 1 n/2-1 n ei(n—Qk)z +e—i(n—2k)m
2n \n/2 T kz:% k 2
n/2—1
1({n 1 n
=50 (n/2> + o1 Z (kz) cos ((n — 2k)x)
k=0

qui est la formule pour le cosinus qu’on voulait établir.

Pour le sinus, on a

sin"(z) = (W)n = @ Z ( ) Un=k)e(_q)keike — (_;)1”/2 i <Z>(_1)kei(n—2k)x

k=0

:(_1)n/2 (n/ifl (n> (_1)kei(n—2k)x + ( n )(_1)71/2 + i <n> (_1)kei(n—2k)w) )
2 =0 \F n/2 k=n/2+1 k

En faisant le changement de variables kK = n — j et en renommant j en k dans la deuxiéme
somme on trouve

() =5 ( )
sin”(w) =5~ 02
n/2—1 n/2—1
(_1)n/2 n kzn 2k)x nkzn 2(n—k
+ 5n Z ) ( 1 + Z ) ( ( DE
En utilisant que (,",) = (}), (=1)"* = (=1)¥ et n — 2(n — k) = —(n — 2k), on déduit

_qym/2 2t A .
+ ( 1ZL Z (n) (_1)k‘ (ez(n—Qk’)x + e—z(n—2k)1‘)
2 P k

B 1 n (_1)n/2 n/2—-1 n . ei(n—Qk:)x + e—i(n—2k):p
Ton <n/2> LT ;;) k)Y 2

_1\n/2 n/2—1 n
(2?_1 D (k)(—l)’“COS((n—%)x)’

k=0

_l’_

12



qui est le résultat voulu pour le sinus.
Si n est impair, on a

cos"(z) = M _ 1 Xn: ) piln—k)z ,—ika Z pi(n—2k)z
2 2n k 2n

k=0
n—1
1 = zn 2k)x z(n 2k)x
“on Z k + Z
k=0 k= n+1

En faisant le changement de variables ¥ = n — j et en renommant j en k dans la deuxiéme
somme on trouve

n—1
n 1 = 7/ n— ’L n—a(n—
cos™(x) =5 > <k> 2k)a 4 Z ( ) 2(n—k))z
k=0
En utilisant que (,,",) = () et n —2(n — k) = —(n — 2k), on déduit
o i nt <n> ezn zk)x_'_efz(n 2k)x )
2" = k
1 g (’I’L) ( elln— 2k)a:+6—z(n 2k)z >
o1 2 \ k 2
n—1
1 2
= (Z) cos((n — 2k)x),
2"

qui est le résultat voulu pour le cosinus.
Pour le sinus, on a

i eix_efi:r n Zn x ik 1 n n PR

k=0 k= n+1

En faisant le changement de variables ¥ = n — j et en renommant j en k dans la deuxiéme
somme on trouve

son _ 1 < n k z(n 2k)x n k z(n 2(n—k))x
sin”(z) =@ z:% (k‘)( + Z

0
_(—1)nT1 7. n
= kz:%( 1)k<k> sin((n — 2k)x)



(7) On a, par (i) que si n est pair,

1({ n 1 "N\ 1
/cos"(x) = (n/2>x+2nl > <k>n_2k sin ((n — 2k)z)

k=0

n _1\n/2 n/2—1 n
/sin”(m) zzin (n/2>x+ (Qi)_l 3 (—1)k<k>n_12k sin((n — 2k)z)

k=0
Et si n est impair,

n—1

2

/COSn(SL') :% Z (Z) - —12k sin ((n — 2k)x)

k=0

4 n—=1
—_— 2

. —-1)"z —1)k*1 [
/sm (x) :( Qn)_l ];) (n —)Zk <k> cos((n — 2k)x)

Ainsi,
(a) / cos(z) = i(i)x + %Sin(%:) = 2+ 5 sin(2a).
(b) /sinQ(x) = i(f)x + — sin(2z) = g — %sin(Qm)

(c) /0083(x) = i (; sin(3z) + BSin(ac)) = Zsin(x) + 1—12 sin(3z)
(d) /sin3(ac) _ ! <_31 cos(3x) + 3cos(:n)) = —% cos(x) + 11—2 cos(3x)

4

4
1 (4 1/1 1 5 . ,
(e) /cos4($) =1 <2>m + 3 <4 sin(4z) + 45 sin(21:)) =37 + 1 sin(2) + - sin(4z)
1 (4 -1 1 . !
16 <2>x + = ( sin(4x) + 45 sin(2x)) = gx 1 sin(2x) + 3 sin(4x)
1

) 1
in(x) + T sin(3z) + 0 sin(bx)

(h) /sin5(:1c) = % (51 cos(bx) + 5% cos(3z) — (2) sin(a:))

5 ) 1
=-3 cos(x) + 18 cos(3z) — 0 cos(Hx)

n
—

14



