EPFL — Automne 2025 D. Stritt
Analyse III - CGC GC SIE Corrigé
Série 13 11 décembre 2025

Exercice 1 (ex 17.7 p. 271, corrigé p.279).
Trouver une fonction y définie par y(x) telle que 1'on ait, pour tout =z € R,

y"(x) + 5y (x — 1) —y(x) = cosx — 3sin(2z) +2 et y(z + 27) = y(2)

Solution :
La condition y(z + 27) = y(x) nous indique qu’on cherche une solution 27-périodique et on la cherche
donc sour la forme de série de Fourier :

24 Z an cos(nx) + by, sin(nz))

n=1

Y (z) = Z (nby, cos(nx) — aay, sin(nx))

y(r) =

y'(z) = i (—n*ay, cos(nz) — nay, sin(nz))
(z—7) = i (nby, cos(nx — nx) — nay sin(nz — nr))
= i ((=1)"nb, cos(nz) — (—1)"nay, sin(nz))
Et donc

y"(x)+5y (33 —m) —y(z)

z_: —ay, + 5(—1)"nb, — n’ay,) cos(nz) + (—by — 5(—1)"na, — n’b,) sin(nz))].

Or, le membre de droite de I’équation est donné sous forme de série (somme finie en fait) de Fourier,
et en égalisant chaque terme, on obtient les systemes :
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.
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—ay, + 5(—1)"nb, — na, =0
>
nz3 { —b, — 5(—1)"na, — n?b, =0



dont les solutions sont
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a, =0 Yn > 3
b, =0 Vn > 3.
Ainsi,
2 5

. 6 3
ylx) =—-2— 29 cos(x) — 29 sin(z) + % cos(2z) + %% sin(2x)
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Indication : La transformée de Fourier de la fonction f définie par f(z) = ze Il avec w > 0 est
donnée par

Exercice 2.
Calculer

4w o
I (Oé2 + w2)2

51 (e) = -

Solution :
L’indication nous donne deux informations :

(o]
4w « ; w|x\

_ . 4w « _
ze Wlrle—iar gy e"“da = zxe

1
V27 /_oo iV2m (02 + w?)? \/27? / 2r (a? + w?)?

La deuxieme égalité ressemble plus a notre donnée avec w = 2. Il reste néanmoins 2 différences : e
a la place de sin (§) et [T T2 4 la place de [3°. On développe €'** = cos(ax) + isin(ax) et on espére
pouvoir transformer le domalne de l'intégrale par parité.

On a

ox

T ol :/+°°t ita gy
i e . (t2+4)26

oo t [T t .
= [ m COS(tﬂf)dt +1 /_ m Sln(tﬁ)dt

La premiere intégrale est nulle. Il y a deux fagons de 'observer : On constate que le membre de gauche
est imaginaire pur et la premiere intégrale est la partie réelle du membre de droite. Ou, on constate
que l'intégrande de cette premiere intégrale est impaire.

Pour la deuxieme intégrale, on a bien que l'intégrande est paire et donc

~2lal _j9 / R
e =1 — = SIN(tx .
0 (t2+4)2

En choisissant pour finir z = %, on trouve le résultat final :

/ert 1n< )dt T
0o @14z’ 16¢



Exercice 3 (Exemple 17.7 p. 269).
Utiliser les proprietés de la transformée de Fourier (produit de convolution) pour trouver une solution
y(z) de I'équation intégrale

+oo
y(x) + 3/ e My(z—t)ydt=el ot zeR.
—0o0

—w|z|
Indication : La transformée de Fourier de la fonction f définie par f(x) = c avec w > 0 est donnée
par W
2 1
S(f)(e) = \/; PR
Solution :

En utilisant la notation du produit de convolution, notre équation s’écrit

y+3yxf=rf

En prenant la transformée de Fourier :
g+3yxf=f
j+3vV2rgf =f

g(1+Verf)=f

En utilisant I'indication avec w = 1, on trouve la transformée de Fourier de f,

A

o /
Yl 3vens

_ \/%oﬁl—l-l
1+3m@ﬁ
I
“Vrl+aZ2+6
)
“Vra2+7

Ainsi, utilisant 'indication avec w = /7, on arrive &

L /Al
= —e
IV

Exercice 4 (Ex 17.11 p. 272, corrigé p.279).
Utiliser les proprietés de la transformée de Fourier (dérivée et produit de convolution) pour trouver
une solution y(z) de ’équation intégrale

—+00

By@)+ [ [0 - y(®)] fla - ) dt = g(a)

—0o0

ot z€R, flz)=c 7 et g(x)=ze ™"
Indication : Les transformées de Fourier des fonctions f et g sont respectivemnent données par

5@ =2 T B)e) = e

Solution :



En écrivant I’équation avec le produit de convolution, on arrive a
3y+ (v —vy)*xf=g

En prenant la transformée de Fourier, on arrive a

——

3+ W' —y)*xf =g
39+ V2r(y" — 9)f =0

39+ VET (00— ) y 2 =5

Ta?+1
30 — 2(a2+1)gja2

et donc
y(z) = g(z) = ze™™”

Exercice 5 (ex 15.2 p. 239, corrigé p.240).
On consideére la fonction f: Ry — R définie par f(z) = e™* cosz.

(7) Calculer la transformée de Fourier en cosinus de la fonction f étendue par parité sur R.
(i1) Calculer la transformée de Fourier en sinus de la fonction f étendue par imparité sur R.

Solution :

(i) On a

+oo
\/7/ ) cos(aux)dx
+oo
= —/ e ¥ cos(x) cos(ax)dr
—+o0 ZiU —ix Za$ —iax
\/’ / € + e 4—2 et

e~ ei(lJra)m _’_ei(lfa)z _’_efi(lfa)x +67i(1+a):p) dx

“+o0
_2\/271' /0

Variante 1 : Rester en exponentielles

+oo .
]:c[f](a 5 2’]T/ —14i( 1+a))+e:c( 1+4(1— oz))_|_e$( 1—i(1— a))_|_e( l—z(l—l-t;v))da7

1 er(—1+i(1+a)) ot(—1+i(1-a)) ot (—1-i(1-a)) er(—1—i(1+a)) 1N

= i
> QWNgnoo[—1—!—2'(14-04)+—1—|—i(1—oz)+—1—i(1—a)+—1—i(1+a) .

En utlisant que lim,_,o, e %7 = 0, on arrive &
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_ 1 ( 2 N 2 >
22 \14+ (14 a)? 14 (1—«)?

1 1 1
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V21 (24 2a 4 a?)(2 — 2a 4 a?)

1 4+ 202
T V27 (2+ a?)2 — a2
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T4+ at

Variante 2 : Repasser en fonctions trigonométriques et IPPs

Felfl(@) :\/1277 /0+00 e " cos ((1+ a)z)dr +

e Ycos((1—a)z)dr

1 +oo
V2T /0

Calculons donc

On a
— u=—e""* v=cos(ur)
_ €T
)= [ e cos(ua)da W=e® o = —psin(uo)
+oo
1£r [—e™® cos(,ux)]goo - u/ e “sin(px)ds
0
+oo u=—e* v =sin(ur)
=1— !
'u/o e ¥ sin(pux)dz w=e* v = pcos(ux)dr

B p—e® sin(,u:n)]goo — P /O+OO e * cos(px)dr
=1+ 41 (u)
> 10 = 15
Ainsi,
Felfl(0) == (11 +0) + 11— )

1 ( 1 1 >
TV \ It (1 ta)?  1+(_a)?

1 1 1

:\/ﬂ(2+2a+a2+2—2a+a2>

1 2—2a+a’+242a+a?
V2 (24 2a+ a?)(2 —2a+ a?)

1 4+ 202
V27 (24 a?)? — 402

22+ a?

T4+ ot

5



() On a

+oo
=— 1\/>/ ) sin(az)dx
+0o0
=— ’L\/7/ e ¥ cos(x) sin(ax)dx
- Z\/»/J,-oo L€ m +e—zr ezaz‘ _Q.e—iax I
i

1+o<) _ 6i(1—a)m + e—i(l—a)x _ e—i(l—i-a):n) dx

2\/% /+oo

Variante 1 : Rester en exponentielles

(=1+i(14a)) _ ex(—l—i—i(l—a)) + 61’(—1—72(1—04)) N ex(—l—i(1+o¢))dx

Fslfle) =

2\/ 2T

1 [em( 1+i(1+a)) o (—1+i(1—a)) er(—1—i(1—a)) er(—1—i(1+a)) ]To°
)

N —1—|—i(1+oz)_—1+i(1—a)+—1—i(1—a) -1t

1 (_ 1 N 1 B 1 N 1 )
T2y \ —1+i(l4+a) —1+i(l-a) -1-i(l—a) -1-i(l+a)
1 (1i(1+a)+1i(1+a) 1+i(l—a)—1+i(l —a) )

2V \(-1+i(l+a)(-1—-i(l4+a) (-1+i(l—a)(-1—i(l—«a

1 ( —-2i(1+ «) n 2i(1 — «) )

To2r 1+ (1+a)? 1+ (1-a)?

i ( —(1+ ) 1 -« )
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Variante 2 : Repasser en trigonométrique et IPPs

Fslfl(a) = — \/12? (/OJrOO e Tsin((1+ a)z)dr — /0+Oo e sin((1 — )z )dac)

Calculons donc

~T v =sin(ux)

“+o00
J(u) = /0 e " sin(uz)dx v' = pcos(px)

+oo
=[—e7" sin(,u:v)]g_oo + ,u/ e " cos(px)dz
0

w
1+ p?

=pl (p) =
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