EPFL — Automne 2025 D. Striitt
Analyse III - CGC GC SIE Corrigé
Série 12 4 décembre 2025
Remarque.

Dans certains exercices, les formules suivantes peuvent étre utiles

’ cos(nx = nm) = (—1)" cos(nx), sin(nz +nnm)=(—1)"sin(nz) ‘

Exercice 1 (ex 17.10 p. 272, corrigé p. 282).
Trouver une solution 27-périodique y(z) de I’équation différentielle

y'(z) +y(@) = f(2)
ou f: R — R est la fonction 27-périodique définie par
(x — )2 si0<ax<m,

3
——(w—%’r)Q si;m<ax<2m.

Solution :
Commencons par calculer la série de Fourier de f.
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A= 23—
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et pour n > 1,
Variante 1 : avec un petit changement de variables astucieux.

2

1 [ T 2 1 /2 (n ( 37r>2
an —;/0 (x—g) coS(mc)alnr:—i—;/Tr (2 —\z— o cos(nz)dz

—— ™ 2 27 1 T 2
- —/ (x - E) cos(nz)dr + E/ cos(nz)dr — —/ (y - z) cos(ny — nm) dy

—(~1)" cos(ny)

:ﬂ /07T <£L' - g)Q cos(nx)dx +r {Sin(nx)r’%

2 n =7
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Calculons I,, avec des IPPs

2 1 T=T 2 T — _m 2 — l .
5, [(x - f) - sin(nx)} - —/ (:U - I) sin(nx)dx u/ (2 2)7r v, n sin(n)
2/ n =0 nJo 2 W' =2(x—%) v =cos(nz)
2 ™
=— 7/ (m - I) sin(nx)dx
n Jo 2
2 -1 v=r 9w —(z—T) yp==L
L [(m — E) — cos(nw)} — — | cos(nx)dx u/ ( ) U, n cos(nz)
n 2/ n w0 n*Jo u =1 v = sin(nz)
21 a=n
—peostm) =2 = % [Lat|
(=1)n T/
T
=5 1+ (=D")
Pour finir,
B e Gt 0 € Gt D0 O Bl Gt VS
" n? B n? B

1 /7 T 2 2m ( 377)2 )
b —;/0 (xf 5) sin(nx)dx + /7r ( —5 sin(nx)dx

2T 1 U T 2
sin(nzx)dx — —/ (y - —) sin(ny — nw) dy
T Jo G

s - 2
=(—1)" sin(ny)
(=T ™2 . T {—cos(n:z)]/’c:27T
= - /0 (w 2) s1n(nx)dw+2 - -
=Jn
_1-(=D" m(=D)"-1) _ n(l W)
N T o+ 2n === " 2n
On calcule enfin J,, avec des IPPs
T N2
In :/0 (l‘ - 5) sin(nz)dx
wpp [/ m\2-1 r—” 2 (oo u=(z—1)? v="1cos(nz)
B {(3: 2) n cos(nz) 20 * n/o <:c 2>cos(ms)da: ' W =2(x—7%) v =sin(nz
7r2 n 2 (7 T
4n (1I—-(-1)") + A (x — 5) cos(nz)dx
(1 ()
2 ™ 1 . T2 T u=(z—3%) v=Lsin(nz)
+ n [(m B 5) n sm(nx)} o n2Jo sin(nz)dz ' u =1 v' = cos(nx)
=0
2
™ n
ST (1)) + o eos(na)]2 5]
m m o 2((=D" 1)
=T+ 2



Pour finir,

{ 0 si n est pair
- s 2 s : _ *
2 (2 (4(%_1) — 7r(%71)3) — 2(%_1)) sin=2k—1avec keN

_ 0 si n est pair
B Wﬁl)g sin=2k—1avec k € N*

Variante 2 : Brute force.
On commence par calculer quelques primitives. Pour « # 0,

v wppl Lo u=t v=1sinat
/ tcos(at)dt = = sin(ax) — E/ sin(at)dt W1 o — eosat
~rsin(az) + - cos(aw)
=—zsin(ax) + — cos(ax
! a?
v, p 1 I u=t v=—2=Icos(at)
/ tsin(at)dt = — e cos(ax) + &/ cos(at)dt W =1 o = sin(at)

=-cu cos(ax) + 2 sin(ax)

T T 2 1
2 ippl o . _2/ . u=1t wv=_sin(at)
/ t* cos(at)dt = e sin(ax) o tsin(at)dt ‘ W =2 o = cos(at)
2
e . 2z 2 .
= sin(ax) + 2 cos(ax) — o3 sin(a)

T 1 2 T ?t2
/ t2 sin(azx)dt B 2,2 cos(at) + — / t cos(at)dt ‘ Y
o' o'
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2 . 2
== cos(ax) + 2 sin(ax) + 3 cos(ax)

Ainsi

2

s ( 7()2 s 5 s T T
/ x— —) cos(nx)dz :/ x* cos(nx) — 7[‘/ x cos(nx)dx + 7/ cos(nz)dz
0 2 0 0 4 Jo

[ sin(ne) + 25 cos(na) — 2 sin(ne)|
= | — sSIn(nx — COS\nNT) — — S1In(nx
n n?2 n3

=0
1 . 1 =T
—m | —xsin(nz) + —; cos(nz)
n n =0
I
— | = sin(nz
4 Ln? =0
2
:—7; cos(nm) — m—; (cos(nm) — 1)
n n
2m s 7r
= (=)= S0+
s
= (1))



2m 2 2 2m 2m 2 r2m
/ (7; - (:c - 3;) ) cos(nz)dr = — / x% cos(nx) + 377/ x cos(nzx)dr — 72/ cos(nz)dx

z? 2x w=2m
=— {; sin(nx) + 3 cos(nx) — 3 sin(nx)} -
1 1 r=27
T sin(nx) + 2 Cos(nx)} B

2 1 27 B
_m { sin(nw)}

+ 37

4 Ln? o=
= i—z (2 — cos(nm)) + ::’TZ (1 — cos(nm))
.
=-S5+
Et donc,
an :% /Oﬂ (x - g>2 cos(nz)dx + % /:ﬂ (7;2 - <IL‘ - 327r>2) cos(nx)dz
1 1
= L - S =0
Ensuite,

7.{.2

T 2 T T T
/ (:z - E) sin(nx)dx :/ z? sin(nz) — 77/ xsin(nzx)dz + 7/ sin(nz)dz
0 2 0 0 4 Jo

x? 2z . 2 =
= | —— cos(nz) + — sin(nz) + — cos(nz)

n n n3 20
1 1 =n
-7 {—1: cos(nr) + — Sin(m:)}
n n =0
[ 1 e
+ — | —— cos(nz)
4 n =0
2 2 2
m 2 m T
== = —1) + = cos(nm) — — —1
~ cos(nm) + 3 (cos(nm) — 1) + n cos(n) ™ (cos(nm) — 1)
2 2
=S ((-1)" = 1)+ — (1 — (=)™
(R | R



27 2 2 27 2 2 r2r
/ (7; - <:p - 3;) ) sin(nz)dr = — / 2% sin(nx) + 377/ zsin(nz)dr — 72/ sin(nz)dz

x2 9 9 =27
- {—? cos(nz) + o) sin(nzx) + w3 COS(”“’)} o
1 1 =27
+ 37 [—Ex cos(nx) + 2 sin(nx)} .
7 2 =27
_ T [— cos(nx)}
4 n =

=T

2
— cos(nm)) — 7123 (1 = cos(nm)) — 37 (2 — cos(n))

(1 — cos(nm))

2
plC
7
4
(

7T 7T2
=T £+4_6> + Ty (_1+3—£) +%((—1)n_1)
(1 = (-

Et donc,

1 /7 N2 1 27 (72 ( 37r)2 )
b, —;/0 (x—§> sm(n:p)dm%—;/ﬁ <2— $—? sin(nx)dz

4
T (GeILEY
_ 0 si n est pair
B Wﬁl)g sin =2k —1avec k € Nx

Maintenant qu’on connait les coefficients de Fourier de f, on peut chercher une solution de I’équation
différentielle sous la forme d’une série de Fourier :

y(x) :? + nz:l (A, cos(nx) + By, sin(nx))
Z nB, cos(nx) — nA, sin(nx))
n=1

v (2) + y(z A? Z_: {(A, + nBy) cos(nz) + (B, — nd,)sin(nz)}

=f(z) = Z an cos(nx) + by, sin(nz))

ﬁ
2
On arrive donc a la famille de systemes

2

Ao:ao:%

—nNn
An = 5 bn

— Bn—nAn:bn 1
Bn:n2+1n



et donc

0 si n est pair
A, =
F(Zk_l)Q(ék_l)QH) sin=2k—1 avec k € N*
0 si n est pair
B, =

7r(2k_1)3(_(28k_1)2+1) sin=2k—1avec k € N*

Pour finir,

oo 8cos((2k — 1)x) 8sin((2k — 1)x)
_Z+Z< (2k—1)2(2k—1)24+1) 7r(2k—1)3((2k—1)2+1))

Remarque (Retour & 'analyse I HORS CADRE COURS).

L’équation donnée est une équation différentielle linéaire du premier & coefficients constants. En analyse
II, on a vu qu’en utilisant par exemple la méthode du facteur intégrant, il est possible de trouver la
solution générale de la fagon suivante :

Y (z) +y(z) = f(x)
Y (@)e” +y(z)e” = f(x)e”

L ly@)er] = fa)er
x)et = /0 f(t)etdt +C
y(lr) =e " /Ox f(t)etdt + Ce™®

Pour répondre a la question de I’exercice, il faut donc déterminer si il existe une constante C' telle que
y donné ainsi est 27 périodique, sachant que f l'est.

Or, ceci est possible!

On a

T+27
y(x +2m) =e 27 f(t)etdt + Ce *27

21 r+27

f(t)etdt + f(t)etdt) 4 Ce*72m

2T
—Ce™® fe o f(t)eldt + Ce™27%™

—y)+ e (O =) v e [T soretar)

Choisissant donc
—27 27

_ t
C= — f(t)e'dt 2 —1/,

qui est indépendant de x, on obtient ainsi que y est périodique.

2w
f(t)etat



Remarquons de plus que le travail qu’on fait avec Fourier est I’équivalent de la méthode des coefficients
indéterminésE] avec un parametre n qui se balade.

Exercice 2 (Exemple 17.6 p. 268).
Trouver une solution 27-périodique y(x) de I’équation

y(x) 4+ 2y(z — 7) = cosz + 3sin(2z) + 4 cos(bx) pour 0<z<2m.
Indication : Pour tout n € N, on a les formules trigonométriques
cos(nt — nmw) = (—1)" cos(nt), sin(nt —nmr) = (—1)"sin(nt).

Solution :
On cherche une solution de la forme

y(zr) = 2 4 Z (an cos(nzx) + by sin(nz))

2 n=1
On a alors
y(x —m) :% + Z (an cos(nx — nm) + by, sin(na — n))
n=1
Z% T nz::l (an(—1)" cos(nz) + by(—1)" sin(nz))
et donc

y(x) + 2y(x —7) :gao + i {(1+2(-1)") an cos(nz) + (1 + 2(—1)") b, sin(nx) }
n=1
=cos(z) + 3sin(2z) + 4 cos(bx)

De plus, si A,, et B, sont les coefficients de Fourier de cos(z) + 3sin(2z) + 4 cos(5x), on a A; = 1,
As = 4 et By = 3 et tous les autres coefficients sont nuls.
Ainsi, on arrive aux systémes

S
Il
o

S
I
—_

3
Il
[\
—_—— A —— D
w
=
no
Il
w

n=>5

\n € N\{0,1,2,5}

Ainsi, on arrive a
y(x) = —cos(x) + sin(2z) — 4 cos(5x)

Exercice 3 (ex 17.8 p. 271, corrigé p. 280).

1. Aussi appelé des fois la méthode de je devine a quoi ressemble la solution. Voir https://sma.epfl.ch/~struett/
analyse2/main_proofs_at_the_end.pdf#theorem.1.26


https://sma.epfl.ch/~struett/analyse2/main_proofs_at_the_end.pdf#theorem.1.26
https://sma.epfl.ch/~struett/analyse2/main_proofs_at_the_end.pdf#theorem.1.26

(7) Calculer la série de Fourier de la fonction 27-périodique et paire f: R — R défine par
f(z) =sin(3z) si x € [0,].
(#) Trouver une fonction y définie par y(x), 2m-périodique et paire qui vérifie I’équation
y(x) — 2y(z — 7) =sin(3z) pour =z € [0,7].

Solution :

(7)
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Vu que f est paire, on a b, = 0 pour tout n,

ap = ;ﬂ/_: f(z)dz = / f(z - {—cos(3:1;)

et pour n > 1,

an, :% /7; f(x) cos(nz)dr = 2 /O7T sin(3x) cos(nz)dx

s

En utilisant les formules d’Euler, on trouve

3T —13x inm+e—inr

e — e (&
in(3 _
sin(3z) cos(nx) 5 5
ei(n+3)m 4 e—i(n—3)z _ ei(n—S)x _ e—i(n+3)w

44
:% (sin((n + 3)z) — sin((n — 3)z)) .



Ainsi, si n = 3,

1 ™
as ——/ sin(6x)dx
T Jo
1 1 =n
= [_6 cos(6x)} -
a\ 6 6/
et pour n # 3,
a _1L [— ! cos((n+3)x) + ! cos((n—3)9v)r_7r
n_ﬂ' n+3 _3 =0
1 1 . 1 . 1 1
(o ey )
m n+3 n—3 n+3 n-—3
1 <1+(—1)” - 1+(—1)">
o n+3 n—3
1+ (-1)"n—3-n—3
N T n?—9
12
—_—— in=2k k>1
__§1+(_1)n_ 7'['(4]{22—9) S1n ) =
o1 n2-9
0 si n est impair

Pour finir, la série de Fourier de f est

2 123 Z cos(2kx)

Ffa) = 4k2 9

3%?

(i7) Vu qu’on cherche une solution paire, on la cherche de la forme

A oo
y(x) = 20 +nz:1A cos(nx)
On a
(x —m) AO—l—iA cosnx—mr*—o i 1)" A, cos(nx)
Y 2 2 &
y(z) —2y(z —m) = —i—ZA 1 —2(—1)")cos(nz)
Ainsi, les coefficients A,, doivent étre solution de
Ay 2
p— O —_—— = — —
5 = 3o
12
=2k| —A,=-—
L (4k2 — 9)
n=2k+1| 34,=0
Et pour finir,
-2 cos( ka
vle) =gt Z K29



Exercice 4 (ex 15.1 p. 239, corrigé p. 15.1).
Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie par

fz) =

0 six <0,
e six>0.

Rappel : Si g: R — C, pour montrer que lim,_, 4+~ g(x) = [, on peut soit montrer que

lim Re(f(z)) =Re(l) et lim Im (g(z)) = Im (1),

T——+00 T—00

ou montrer que

lim_|g(x) 1| =0,

T—+00
ou, |- | dénote le module complexe.
Solution :
On a

n 1 +eo —iax
flo) == / f@)e v

—Q?e—’LOé$d:L,

1 +oo
= e
V2T /0

1 N ;
— ] 7(1+la)xd
\/ 21 Ngnoo 0 € *
1 1i { -1 e_(l—&-ia)x} =N
1+

1m
\2m N—oo =0

_ 1 ( 1 1 e(1+m)N>
Voar \14+ia 1+ i N>

Or
lim |e”HIN| = Jim Re(-O+IN) — Jipy =N = 0,
N—o0 N—o0 N—o0

d’ott Him o, e~ 1N —

Ou, alternativement,

lim Re (e_(Hm)N) = lim e cos(aN) =0

N—oo N—oo
lim Im (e_(l"'iO‘)N) = lim e Vsin(aN)=0
N—00 N—00
Enfin,
1 1

- Vorl+ia

Exercice 5.
Dessiner le graphe des fonctions suivantes et trouver leur transformée de Fourier :

. _ \/g, si—-1<z<1,
(3) f(@) { 0, sinon.
T+ 5z, si—2<x <0,
(i) glx) = m—Fx, si0<z <2,
0, sinon.

Quel est le lien entre les fonctions f et g7
Solution :

10



(7) La fonction f est continue par morceaux et intégrable sur R. Sa transformée de Fourier vaut

fla) == [ iweerae = [T

1
1 |: 1 e—iaac} _ 1 (ea _ e—wz) _ Sln(a)‘
1

2 |l —ia i o

(7) La fonction g est continue et intégrable sur R. Sa transformée de Fourier vaut

e "y

A

o)== [ gt |
m/ T+ w _w‘xdx—i—\/%/o(ﬂ'

1 { 1 —iox 7T }0 1 0 m —iox
N Ll . d
Jom 1 Tial w0 ), et

1 |: 1 —iax . :|2 1 2o —iax
— | —e T——x)| ——F— —e dx
21 L—ia ( 2 ) o V2mJo 2«

1 <[e—iax]2 [e—iaa:‘|0 )
= 5 —_ 2| T | ;2
V21 2 o |, o |,

Ew)e_mxdm

ﬂ

_ ﬁ 621'04 + 6721'0( 2 2
- 2V2 2 —a?  —a?

T sin?(a
_ T (cos(2a) — 1) = V2r ag )

= i s

Nous pouvons observer que g(a) = v/ 27Tf(oz)2. Ainsi g = f * f.

?
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