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Exercice 1 (ex 14.5 p. 220, corrigé p. 225).
et impaire qui coincide avec z(m — z) sur [0, 7.

(7) Calculer la série de Fourier de la fonction 27-périodique

(77) En utilisant la question |(¢)| et 'identité de Parseval, déduire la somme de la série

> 1
2 (2k — 1)6°

k=1

Solution :
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(i) Vu que f est impaire, a,, = 0 pour tout n. De plus,
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bn, :% /_7; f(x)sin(nz)dx
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:7/ z(m — x) sin(nx)dzx
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P % [(m — x) cos(nx)]] + % /OW(W — 2z) cos(nz)dx

2 4 Q
H;PW [(m — 2z) sin(nx)]; + W/o sin(nz)dz
=—3 [— cos(nx)]j = —3 (—cos(nm) + 1)
4
— +1
=—s (=t +1)
] 0 si n pair
o ﬁ si n = 2k — 1 impair
Ainsi,

f impaire implique
f(z) sin(nz) paire

u=x(r—x)
u=7—2z

_ 1
v = —cos(nzx)
v' = sin(nx)

Lsin(na)

v' = cos(nz)

u=m—2xr v=
u = -2

Ffa) =Y W}f_m sin((2k — 1)2)

k=1




(77) Au graphe, on voit que f est C'! par morceaux, on a donc par Parseval,

I 9 @ =/ 9 64 1
n=1 k=1
De plus, vu que f? est paire,
I 2 [T 4
— fA(z)dz = —/ ot — 2ma® + nalde =
o p— 7 Jo 15

On conclut donc
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Exercice 2 (ex 14.6 p. 220, corrigé p. 226).
A Tl'aide de l'identité de Parseval, montrer que

T 3
/ costz dx = Z’]T.
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Remarque : Le but de cet exercice n’est pas de calculer une primitive de cos4(ac) (qu’on sait faire
avec les formules d’Euler) mais plutot de calculer une série de Fourier a ’aide des formules d’Euler.
Solution :

Avant de commencer ce corriger, on remarque que dans l'exercice 7 de la série 1, pour calculer les
primitives des fonctions de la forme cos™(z) et sin™(z), on a commencé par calculer leur série (dans
leur cas somme finie) de Fourier.

On fait ceci ici avec f(x) = cos?(z) de telle sorte que

T

/7r cost(z)dx = 2Tf2(33)d:v.

29 9 —2ix 1 1
cos?(z) _ T 4+ c =3 + 3 cos(2x),

et on a donc que les coefficients de Fourier de f(z) = cos®(z) sont ag = 1, ap = 1 et tous les autres
coefficients sont nuls. Ainsi, I'identité de Parseval nous dit

n=1
1 /7 1 1 3
= /_7r cost(x)dx =5 + 1-1
B 3
= / cos(z)dx = =,
- 4

qui est le résultat voulu.

Exercice 3 (ex 14.7 p. 220, corrigé p. 226). (i) Calculer la série de Fourier de la fonction 27-périodique
définie par
flx)=lz| si z€[-m

(7) En déduire les sommes des séries
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Solution :
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(i) Vu que f est paire, on a b, = 0 pour tout n. Et,

1 /7 2 (7
agp :—/ |x|dz = —/ xdr =
TJ)or 7 Jo

1 /7 2 (7
an :—/ |x| cos(nz)dx = —/ x cos(nz)dx
0

Z g — T
PP 2 . R L u=z v=21sin(nz)
= [z sin(nx)]] e sin(nz)dz W =1 o = cos(n)
2
== T S (1) -1
2 Jeos(na)]f = 25 ((-1)" = )
si n pair

0

Ainsi,
Z— —4
Ff(zx)= -+ ) —————cos((2k + 1)x)
2 ,;) m(2k + 1)2

(i) Remarquons que les coefficients de Fourier se comportent comme kig tandis que les séries a
calculer se comportent comme /?14' Vu que 'exposant dans la série a calculer est le double de

celui des coefficients de Fourier, on utilise Parseval.
Au graphe, on voit que f est C!' par morceaux et donc,
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D’un autre c6té, on a

1 I 22
—/ fA(x)dx = —/ 2y = 22
m 3

™ —1TT —T
Donc,
i 1 B 2 (27T2 7r2> 7t
1= 7z \ "2 T 5|~ or
= (2k + 1) 16 3 2 96



De plus,

<1 > > 1 1 1 # 1 4
— = = — —+ —=—5+ —.
z::n Z:: 2/<: Z(Qk—i—l 6;::1 196 16 +96
Ce qui nous mene a
167r4_7r4
1596 90

Exercice 4.
Soit f : [0,7] — R la fonction définie par f(z) = =.

(i) Calculer F.f et Fsf, les séries de Fourier en cosinus et en sinus de la fonction f.

(77) Comparer les valeurs de F.f, Fsf, et f sur [0,7].

(7i) En déduire la valeur des deux sommes suivantes :

+o0o n +o0o
-1 1
Z 2( )1 et Z 2
n=0 n+ n=0 (277, + 1)
Solution :
(7) Pour la série en cosinus, on a
2 L 2 (7
agp :E/o f(x)dx = ;/0 xdr =7
2 (L 2 (7
an :—/ f(x) cos <7m:c) dx = —/ x cos(nx)dx
L L ™ Jo
PP 2 2 [, u=z v==sin(nz)
[z sin(nx)]) — ey A sin(nx)dx W =1 1 = cos(nz)
2 2
=3 [cos(nz)]g = P (=1)"-1)
~J 0 si n pair
- —W si n = 2k + 1 impair.
Et donc,
F.f(x) = T4 i _74003((2/€ +1)z)
¢ 2 m(2k+1)2

Tandis que pour la série en sinus, on a

by, :% /OLf(x) sin (?x) dx = i/(:xsin(nx)

2 2 [T
= P [z cos(nx)]f + - /0 cos(nz)dx

:_%ph"+£%hmmﬂm
_ 2=
Et donc © 9(—1)nt!
Fof(z) =) (n) sin(nz)
n=1



(7) La série de Fourier en cosinus F.(f) correspond a la série de Fourier d’une fonction g : R — R
qui est 2m-périodique et paire, et égale a f sur [0, 7[. Comme la fonction g est continue sur [0, 7,
on a par le théoréme de Dirichlet

F.f(x) = Fg(z) = g(z) = f(x), pour tout z € [0, 7].

La série de Fourier en sinus F(f) correspond a la série de Fourier d’une fonction A : R — R qui
est 2m-périodique et impaire, et égale a f sur [0, 7[. La fonction h est continue sur [0, 7[ et a une
discontinuité en 7. Ainsi, par le théoréme de Dirichlet

Fsf(x) = Fh(x) = h(z) = f(x), pour tout x € [0, 7[, et
h(m —0)+ h(m +0)

Fsf(m) = Fh(m) = 5 =0#7m=f(m).
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(7i) D’apres le point précédent, on trouve

71 (5) -7 () 2 S0t

n=0
—+00 (_1)n -
et donc Z = —. De la méme maniere, on a
o 2n+1 4
r 41 1
0=f(0)=F.f(0)=—=——
+00 2
1 s
Ainsi, —_— =
n; (2n+1)* 8

Exercice 5.
Soit f la fonction 27-périodique définie dans Pexercice 1 (14.5). Posons

F)= [ )y, zeR

(7) La fonction F' est-elle 2m-périodique ? Justifier votre réponse.



(%) En utilisant la série de Fourier de f, trouver la série de Fourier de F. On donnera explicitement

le terme constant de cette série.

Solution :
(i) Comme la function f est 2m-périodique et impaire, on conclut que

OQW fly)dy = /_7; fly)dy =

et donc F' est 2m-périodique par la Remarque 4.21. On montre aussi que F' est paire. En effet

Flea) = [ tway=- [ (-2as= [ 1) d = Fla),

ou on a utilisé le changement de variable z = —y, et le fait que f est impaire. De plus
2 3

F(m)—/omy(ﬂ—y)dy—ﬂa;—a;), z € [0, 7).

Si A, et B, sont les coefficients de Fourier de F et a,, et b, ceux de f, on a alors par la proposition

4.20 du cours

Z (ap cos(nx) + by sin(nzx)) =F f(x)
1

=FF'( Z nB,, cos(nx) — nA, sin(nx))

n=1

n—

En identifiant terme a terme, on déduit pour n > 1

A by, 0 si n est pair
e WEI)“ si n = 2k — 1 impair
B, =" —0.
n

Il nous reste donc a calculer Ag. Plusieurs fagon de le faire.

Avec la définition (recommandé) :

AO:Q/7T F(:U)dacz2/07rF(ac)dalc:72r/07r [WQ;—Z] dx

27 T
_2fr ) _ =
ST\ 6 12 6
Ainsi, la série de Fourier de F' est donnée par

8 & 1
Th Z -1 cos ((2n — 1)z).

En évaluant (pas recommandé) : En évaluant en 0 et en utilisant le théoreme de Dirichlet (F' est

continue en 0) on a
> 1

A 8
0=FO) =5 ~23 Gaoy

Or, par l'exercice
> 1 8 1t 71'3

Ay 8 _ 8
WZ:: 2n—1 ];)(%4—1) 796 12

Le fait qu’on a besoin de connaitre la valeur de la série qui apparait dans ce calcul est la raison
pour laquelle cette méthode n’est pas recommandée. En effet, rien ne nous indique que la séire

qu’on doit calculer ainsi soit connue.



