EPFL - SMA ANALAYSE III
Prof. R. Dalang AUTOMNE 2025

Série 1 11 septembre 2025

Les exercices 6 et 7 ci-dessous seront discutés pendant le cours.
Exercice 1. (Ex. 1.1)

Soit
F(z,y,2) = (y°sin(zz), ¢’ cos(z”® + z), In(2 + cos(zy))) =: (F1, F», F3).
Calculer :
(a) grad Fy, grad F;, grad F3; (b) div F'; (c) rot F.

Exercice 2. (Ex. 1.2)
Si f:R3— Rest CYR?) et F: R3 — R? est C1(R3;R?), alors parmi les expressions
suivantes lesquelles ont un sens ?
(a) grad f (b) fegradf (c) F-gradf (d) divf
(e) div(fF) (f) rot(fF) (g) rotf (h) frotF (i) rot div F.

Exercice 3. (Exemple 1.3)

Solent © = (21,...,2y), a = (a1,...,a,), et r tels que r = /> 1, (z; — a;)2. Soit f le
champ scalaire défini par f(x) = 1/r. Calculer Af.
Exercice 4. Ex. 1.5).

Soit 2 C R3 un ouvert. Montrer que :
(a) Si f € C*(Q), alors : divegrad f = Af.
(b) Si f € C*Q) et F € C*(Q,R3), alors :

rot grad f = (0,0,0) et divrot F' = 0.

Exercice 5. (Ex. 1.6)

Soit Q C R3 un ouvert. Montrer que :

a) Si f e C'(Q) et g € C*(Q), alors : div(f gradg) = f Ag+ grad f - grad g.

b) Si f,g € C1(), alors : grad(fg) = f gradg + g grad f.
Exercice 6. (Ex. 1.7)

a)Si f € CYQ) et FeCYQ,R"), alors : div(fF) = f divF + F - grad f.

b) Si F' € C*(Q,R3), alors : rotrot F' = — AF + graddiv F, ou pour F = (F, Fy, F})
on note AF = (AFy, AFy, AF3).

c) Si fe 0l Q) et FeCH R, alors : rot(fF) = grad f A F + f rot F.
Exercice 7.

Soit Q € R* un ouvert, F,G € C*(Q,R*). Montrer que pour i = 1,2, 3,
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