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Table des transformées de Fourier
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Premiére partie, questions a choix multiple sur ’analyse vectorielle

Pour chaque question marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a
qu’une seule réponse correcte par question.

Question 1 : (4 points)
Soit le domaine régulier
Q={(z,y,2) €R® : 2> +y* +22 <1, 2 >0}

Son bord est composé de deux parties :
Y ={(z,y,2) €R® : 2 +o* +22 =1, 2>0}
paramétrée par o0, p) = (cos(0) sin(yp), sin(8) sin(y), cos(p)), 0 €l0,2n], p € [O, g]
et
Yo ={(2,y,2) €ER3: 2?2 +¢* <1, 2=0}
paramétrée par S(r,0) = (r cos(f), rsin(6),0), r € [0,1], 8 € [0, 2x],
Considérons les normales associées ag A o, et By A Bg.

D g N, est extérieure et 3, A By est intérieure.

- ap A ay, et B, A By sont toutes deux intérieures.

D ap A oy, est intérieure et 3, A By est extérieure

|:| ag A ay, et B, A\ By sont toutes deux extérieures.
Solution :

On s’attend a ce que la normale extérieure pointe vers le haut sur ¥; (troisiéme composante positive) et
vers le bas sur X (troisiéme composante négative.). Or,

€1 €2 €3
ap Nay, =|—sinfsing cosfsinp 0 = (= cosfsin® g, — sin § sin? @, — sin @ cos @)
cosfcosyp sinfcosp —sing

(troisiéme composante négative)

(] €9 €3
Br A Bg =] cosb sind 0|=(0,0,7)
—rsinf rcosf 0

(troisiéme composante positive),

ainsi elles sont toutes deux intérieures.

Question 2 : (2 points)
Soient le champ scalaire f: R? — R défini par f(x,y) = ze?, la courbe

I={(t) : te0,1]}

et
I:/fdl.
r
Alors,
[(J1=3(1+e)* 323 [(J1=20(1+¢2)" — 22}
W= 1i(1+e?)7 — 123 [] 1=3m (14¢2)7 — 32u9}

Solution :
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On paramétrise I' par 7: [0,1] — R? définie par v(t) = (ef,t). On a alors, 7/(t) = (e, 1) et |¥/(t)| =

Vet + 1. Ainsi,

1

1 1
1 3 1
/fdl: etet\/62t+1dt:/ e et + 1dt = {3 (62t+1)2] :§(1+62)%f
r 0 0

0

23

W =

Question 3 : (2 points)
Soit le domaine régulier
Q={(z,y) eR? : 2>0, 2* <y < z}.

Le bord de 2 a deux parties :
Iy ={(z,y) €R? : 2€0,1], y = 2%} paramétré par v (t) = (t,t), t € [0,1],

et
Iy ={(z,9) € R? : z€0,1], y=+/x} paramétré par v,(t) = (t*,t), t € [0,1].

Paramétrés ainsi, on a :

D I’y est orientée négativement et I's est orientée positivement.
- I'; est orientée positivement et I'y est orientée négativement.
D I'; et I'y sont toutes deux orientées positivement.

D I'; et 'y sont toutes deux orientées négativement.

Solution :

0.8
0.6
0.4

02

-02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Les deux paramétrisations données parcourent les courbes de gauche a droite. Or, pour laisser le domaine
a gauche, la partie du dessus (soit I's) doit étre parcourue de gauche a droite. Ainsi, I'y est orientée
positivement et I'y est orientée négativement.

Question 4 : (4 points)
Soit le champ vectoriel F': R?\{(0,0)} — R? défini par

F(z,y) = (2(93231 2 2(:c23fr y2)> '

Alors,

- Pour T, le cercle centré en (0,0) de rayon 1, / F -dl #0 et F ne dérive pas d’un potentiel.
r

|:| rot F' # 0 et F' ne dérive pas d’un potentiel.

D Pour T, le cercle centré en (0,2) de rayon 1, / F -dl # 0 et F ne dérive pas d’un potentiel.
r

D F' dérive d’un potentiel.

Solution :
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Soit T, le cercle centré en (0,0) de rayon 1 paramétré par «y: [0, 27] — R? définie par v(t) = (cos(t), sin(t)).
Alors, +'(t) = (—sin(¢), cos(t)) et

2
/FF ~dl = g /0 ((sin(t), — cos(t)), (—sin(¢), cos(t))) dt = =37 # 0

Question 5 : (2 points)
Soit €, le carré [0,1] x [0,1] et le champ vectoriel F': R? — R? défini par

F(z,y) = (zy*, 2y + ).

Si on oriente le bord du carré 9f) positivement, 'intégrale / F -dl vaut :
o0

[] ] F-d=-1 B/ Fa=1
o0

90
O ra=? (1] F-di=0
20 3 a0
Solution :

On remarque rot F'(z,y) = 2xy + 1 — 22y = 1. Ainsi, par le théoréme de Green, on a

/ F~dl://1datdy:1
0 Q
Question 6 : (3 points)

Soit le champ scalaire f: R? — R défini par

fla,y) = (% = y?)e™
Alors, le laplacien de f, Af est donné par :

= (4 + 8xy + x* + 222y? — y*)e™V
2z — 2y + 23 + 22y — xy? — y3)e™
4

(
(z* —y*)e™

L] Af(z,y)=0
Solution :
On a
gx =2ze™ + y(z® — y*)e™ % =—2ye™ + a(2® — y?)e™
82332 =(2+ 4y +y*2® —y")e™ gzjs =(-2—dzy + 2* — 2%y?)e™
Af:gij;+g;£:( 4_y4)€zy

Question 7 : (2 points)
Soit Q C R? un ouvert et F' € C1(£;R3) un champ vectoriel tel que pour tout = € , rot F(x) = 0. Alors,

. On ne peut rien dire.
D F' ne dérive pas d’un potentiel.
|:| F' dérive d’un potentiel.

D L’intégrale curviligne de F' le long de n’importe quelle courbe simple fermée réguliére est nulle.

Solution :
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Sans hypothése sur le domaine, on ne peut rien dire.

Question 8 : (2 points)
Soit le champ vectoriel F': R? — R? défini par

F(l'vyaz) = (yZ, —(L’Z,l’y). (1)

Si 2 C R? est un domaine régulier dont le bord est une surface réguliére orientable avec normale extérieure

unité v, alors,
[ | // (F,v) ds=0 [] / F - ds = Volume(Q)
o0 re)
[] F.ds= /// rot F' dedydz [] // (F,v) ds = Aire(09)
o0 Q re)

Solution :
On remarque que div F' =0+ 0+ 0 = 0. Ainsi, par le théoréme de la divergence,

// (F,V)ds:// div Fdxdydz = 0
a0 Q
Question 9 : (4 points)

Soient le champ scalaire f: R? — R défini par

f($7ya2’) :2_4Z7

la surface

. 1
2{<x,y,z>eR3 r=1-Val byt Bty < yzo},

paramétrée par

1
o(r,0) = (rcos(9),rsin(d),1 —r), r € [O, 2} , 00,7,
et
1= // fds.
b
Alors,
T
DI:M DI:_§ D]:Lﬂ -[:_77-7\/§
6 8 12
Solution :
On a
€1 €9 €3
or Nog=| cosb sinf —1| = (rcosf,rsiné,r), low A og| = V2r
—rsinf rcosf 0
Ainsi,

//z ft= /0% /Oﬂ@ —41-r)Vor = _ﬂg
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Deuxiéme partie, questions a choix multiple sur ’analyse de Fourier
Pour chaque question marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a

qu’une seule réponse correcte par question.

Question 10 : (2 points)
Soit f: R — R défini par

3 for0<z <1
flx)=4 3—-2z forl <z <2 étendue par 3-périodicité
z—1 for2<xz<3

et considérons F'f(x) sa série de Fourier réelle. Alors, pour z €]0, 3],

(x) = f(x) si et seulement si x ¢ {2, 3}

(x) = f(z) si et seulement si = ¢ {1,2,3}

[ ] Ff(z) nest pas définie pour z = 3 et Ff(x) = f(z) si et seulement si = ¢ {2}
(z) = f(x) pour tout x €]0, 3]

Solution :

i / /

| LA

1 \2 3 4 \5 6

La fonction est bien continue par morceaux et la série de Fourier est définie pour tout x. De plus, la

fonction est C' par morceaux. Par Dirichlet, la série de Fourier est égale & f partout 1a ot f est continue.
Vu qu’on a une discontinuité en 2 et 3, f(z) # F f(x) si et seulement si x € {2, 3}.

1

Question 11 : (5 points)
Supposons que pour tout ¢ € R,

[cos(t)| = — +

Alors, la série

vaut
> 1 T
- =1
U G s O
> 1 72 1 > 1 72 1
DZWZE+§ .272:***
il )

Solution :

La fonction est mw-périodique. On a par Parseval,

™ +oo
2 9 116 16 1
z tdt = = — A —
71'/ cos™(?) 27r2+2:7r2(4k2—1)2
0 k=1
Or,
/0 cos?(t)dt = /0 3 + 3 cos(2t)dt = g
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En réarrangeant les termes, on obtient

[

Eol
gk
=Nl
|

N~

k2 —1)2

Question 12 : (5 points)
Soit f: R — R définie par

e~ 4w siz>0
{ 0 sinon

et considérons 1’équation

o0 22
/ fWu(z —t)dt =e 1.

— 00

Laquelle des fonctions u: R — R ci-dessous est solution de 1’équation 7

[ u(w) = { ze™ six >0 W)= (1-5)e %

0 sinon )
4e~ " sixz >0
[ ] u(z) = el L utz) = { 0 sinon

Solution :
En prenant la transformée de Fourier,

T2 ~ 1
\/ie_‘)‘Z:}"[e T] Flf *ul =V2rfi = — 0.
4+
Ainsi,
o= 4v2e +iav2e
et donc
o2 o2 x o2
u=4e v ——e 2 = (4— 7) ez
2
Question 13 : (2 points)
Soit f: R — R, la fonction 2w-périodique définie par
1 . 1 . 3 - 3 )
flx) =5+ 5(5 — i) e 4 5(5 +im)e 3 — 567”” ~3 ~ri

et soit sa série de Fourier réelle :

?O z:: ap, cos (nx) + by, sin (nx)]

Alors, les seuls coefficients de Fourier réels de f qui sont non-nuls sont

[ 1 ao, as, as [ ] ao, b3, ar [ ] ao, as, bs, by W o, s, b3, a0

Solution :
On a que f est donnée sous forme de série de Fourier complexe avec

3 1 1 3
30 €-3= 5(54—2’71’), co=05, cg = 5(5—2'77), o1 =5,

et tous les autres coefficients sont nuls. En utilisant que

C_7 = —

ap = 2¢q, Qp = Cp +C_p, by = i(cn - C—TL)7
on obtient
an =10
as =5 bg = —T
a7 = — 3 b7 ZO,
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et les autres coefficients sont nuls.

Question 14 : (4 points)
Soit f: R — R définie par

—T —x for f7r<:z:§fg
flx)=¢ =z for — 3 <2< 3 étendue par 2m-périodicité.
T™T— T for g<x<m

On admettra sans démonstration que les coefficients de Fourier réels de f sont donnés par

a, =0 Vn >0

b, :fsm(zf) Vn > 1.
v n

(oo}
1
Alors, la série Z — — vaut
— (2n

—(2n+1)* 8 — (2n+1) 2

> 1 -8 > 1 4

D;)(szrl)Q_ 8 D;(Qnﬂﬁ_%
Solution :

On a que la série de Fourier de f s’écrit
)k

Z % — sm((Qk + 1)x).

En effet, pour n pair, b, = 0.
En utilisant le théoréme de Difichlet pour = 7 (f est continue en 7), on a

™ ™ ™ X4 (-DF ™ 4 1
3=1(5)=F1(3)= kZ:OEWH e sin (@k+1)3) = ;;}7@“ I
=(- 1)

s

En amplifiant par 7, on a le résultat.

Question 15 : (6 points)
Soit f: R — R la fonction 2w-périodique telle que Va €] — , 7],

0 st —m<x<0
2 si0<zx <7

o
\
»-lk\r—‘
M8
S
|
—_
N—
3
|
—_
@)
o
BN
3
B
+
—
=
3
+
=
@
=
—
3
5
N—
N~~~

— (nm)?
1 -2
[ ] Ffz =1 kZ:()WQ(Qk"‘ ) cos((2k + 1)x)
X 1 \yn+1
L] Ff(a % Z ( iz)7r+ sin(nz)

Solution :
On a
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x
T T T
et pour > 1,
1 1 . ™ 1 ™ 1 ™
an :7/ Ecos(nx)dx:f zsin(nz) |7 1 sin(nx)de = — cos(na)
)y ™ 2 n o nm? Jo nm? n 0
1 n
(1) - )
1 [Tz . 1 cos(nz)]™ 1 [T (=pr*t Lo m
by = [ Esintnae = 5 | =)~ [T con(a)s = S s inn)
_ =
- onw

Question 16 : (3 points)
L’intégrale

vaut :

2\/56
- 0=
== =

I =V2rRe (]-" [1 fy;)z} (—2)) = V27 Re (\/%(1 —|- 2|)e—|—2‘) = —271e 2

Question 17 : (4 points)
Soit f : R — R définie par
fly) = (* + e .

Alors, f , la transformée de Fourier de f est donnée par

: 2 (12— 60’ 1 b i0? + 20— 3i
o f(a):\[r<(1+a2)3+1+a2> L fe) = V2r(i — a)?
[ e = (02 + 1 5e (] fay = 20 22 e
Solution :

i) = ]+ [

&P \[ \/’ f 2 — 602 1
T da? 1+ a2 1+ a2 (1+ a2)3 1+a2
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Troisiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au

correcteur.

Question 18: Cette question est notée sur 6 points.

I:'o |:|1 |:|2 |:|3 |:|4 I:'s .6 Réservé au correcteur

(a) Soit la courbe

2
F:{(a:,y,z)eR3 :x=+/z, y=sin(x), 0§z§7:1}

Donner une paramétrisation 7: [a,b] — R? de T et le vecteur tangent correspondant 7/ (t).

(b) Soit la surface

E:{(x,y,z)€R3 cz=a 42, 2?4+ 9% <3, x>0}

Donner une paramétrisation o: A — R? de ¥ et un champ de vecteur normal correspondant o, A o,,.

Solution :

(a) Option 1 : t==z2

Let ~: [O, %2} — IR3 be defined by

Then,

Option 2 : t==
Let ~: [O, g} — R3 be defined by

v(t) = (t, sin(t), t*).
Then,

Y (t) = (1, cos(t), 2t).
Option 8 : t=1y
Let v: [0,1] — R3 be defined by

v(t) = (arcsin(t), t, arcsin(t)?).

Then

1 1
"(t) = <, 1, 2arcsin(t >
7'(t) T (t) —

Option 4 : Any of the above composed with a diffeomorphism ¢: [a,b] — [a, 5]

Let o: [a,b] — [, 8] be bijective such that ¢ and ¢! are both differentiable and let 7: [a, 3] — R?
ba any of the above parametrization. Then v: [a,b] — R3 defined by

V() =7(e(t))

is a parametrization of I" and
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(b) Option 1 : Cylindrical coordinates
Let o: [O, \/5] X [fg, g] — R3 be defined by

o(r,0) = (rcos@7 rsind, 7‘2).

Then,
€1 €2 €3
orNog =| cost sinf 2r| = (—27"2 cos®, —2r?siné, 7")
—rsinf rcosf 0

Some computational details on how to get there :

(x,y,2) = (rcosf, rsind, z),r >0, 0 € [0,2n], z € R.

z:x2+y2©z:r2

2 4+9y?<3er?<3
or e [0,V3].
x>0&rcosf >0
T
oe|-2.7]
=0 59

Alternatively, let o: [—g, g] x [0,3] — R? be defined by
o(0,2) = (Vzcos(0),/zsin(h), z)

Then,
€1 €2 €3
1

ogNo, =| —/zsin(f) +/zcos(d) O =(ﬁcos€,ﬁsin(0),—2)

2\16 cos(6) ﬁsin(&) 1

Option 2 : Cartesian coordinates.

Let

{(z,y) eR* : >0, 2* +y* <3}
:{(az,y)GR2 :OSIS\/g, f\/3fx2§y§\/3fx2}
{y) eR? : —VB<y< VB 0<a<V3—y2)

and define o: A — R? by
o(z,y) = (z, y, 2° +y°).

Then,
€1 €2 €3
oxNoy=|1 0 2zx|=(-2z, -2y, 1)
1 2y



CORRECTION

Question 19: Cette question est notée sur 9 points.

|:|0 |:|1 |:|2 I:|3 |:|4 |:|5 |:|s |:|7 |:|s .9 Réservé au correcteur
Soit la surface
3= {(x,y,z) eR3:1=a?+y2+22 2 ZO}

et le champ vectoriel
F(.’I},y, Z) = (Oa 227 y2) .

(a) Enoncer le théoréme de Stokes (seulement 1’égalité,pas besoin de mentionner les hypothéses)
(b) Donner une paramétrisation o: A — R? de X.

(¢) Donner la paramétrisation de 9% correspondante.

(d) En utilisant la paramétrisation du point précédent, calculer / F-dl.
s

Solution :

//curlF~ds:/ F-dl
> %

(curl F' can be replaced with rot F' or V A F).

OR

// (curlF,n)ds:/ F.rdl
by )
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Option 1 : Standard spherical coordinates
Define ®: [—g, g] X [077-[-] - RB by
D0, p) = (cosBfsinp, sinfsinp, cosp).

Parametrize the boundary :

e Fiim(t) =(40) te [_g’g]
®oyi(t) =(0,0,1)

2 a point, remove

To: ya(t) = (gt) t [0, 7]
1 D o y,(t) = (0, sin(t), cos(t))
S i (® o) (t) = (0, cos(t), —sin(t))

: Ts:ys(t) = (t,1) te [—
P o3(t) = (0,0,-1)

o a point, remove

7T7T:|
272

i Tyt ya(t) = (—g,t) t e [0, 7]

. ] 0 74(t) = (0, —sin(t), cos(t))
Srallo (®073)'(t) = (0, cos(t), —sin(t))

Hence,
F-dl:/ F~dl—/ F-d
OH ®(I2) @(T'4)

:/ (F(0,sin(t), cos(t), (0,cost, —sint, ) dt

0
- / (F(0,—sint, cost), (0, —cost, —sint) dt
0

:/ <(O7 cos? t,sin?t), (0, cos t, — sin t> dt

0

— / (0, cos®t,sin®t), (0, — cost, —sint)) dt
0

U s
:/ cos® t — sin® tdt — / — cos® t — sin® tdt
0 0

:2/ cos® tdt
0
_zt>3

( 2it +2+€ ZZt) (eit+e—it)

Note that

cos®t =

_1
8
1
g( 31t+€ 31t+361t+3€ t)
1
=1 (cos(3t) + 3 cos(t))

1
=1 cos(3t) + % cos(t).
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Therefore

/ F-dl :/ 1Cos(?)t) + §Cos(t)dt
oH o 2 2

= [é sin(3t) + gsin(t) ) =0.
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Option 2 : Rotated spherical coordinates
Define ®: [0,27] x [0, %] — R3 by
D(0,p) = (cos g, cos b sin p, sin f sin ).

Parametrize the boundary :

Li:v(t) = (¢,0) te]0,2n]
Doy (t) =(1,0,0)

a point, remove

[0,27] x [0, 5] _
Dyia(t) = 2m 1) te o, 5}
® o v, (t) = (cos(t),sin(¢), 0)
(® o) (t) = (—sin(t), cos(t),0)
[s:v3(t) = (t,7/2) te€][0,2n] ©

(
® o y3(t) = (0, cos(t), sin(t))
"(t) = (0, —sin(t),cos(t))

Tyt u(t) = (0,t) te [o, g] o

® o y4(t) = (cos(t),sin(t),0)

Same as I'y in opposite direction, remove both

Hence,
/8HF~dl——[I)(F3)Fodl
=— /0 (F(0,cos(t),sin(t)), (0, — sin(t), cos(t))) dt
27
= ; ((0,sin?(¢), cos(t), (0, —sin(t), cos(t)) ) dt
= /27T sin®(t) — cos®(t)dt
0

Note that

[
e e e e N

cos® t

et 4+ it 3
~)

3 ezt e—zt
t — -
sin®(t) = ( %

(€2 +2 4 72 (et + e~1) :%il (e3it — =3t _ 3emit 4 3¢t

3it —3it it —it 1
(e + e + 3" + 3¢ ") =7 sin(3t) + %sin(t)

(cos(3t) + 3cos(t))

3
cos(3t) + 1 cos(t)
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Therefore,

S 3 . 1 3
Feodl = / J(30) — 5 sint) + 7 cos(31) + ; cos(t)de
0

o 4 4 4

1 3 1 3 o
= [—12 cos(3t) + 1 cos(t) + 1 sin(t) + 1 sin(t) . = 0.



CORRECTION

Option 3 : Cartesian coordinates
Define Q = {(y,2) € R? : y? + 22 <1} and ®: Q — R? by

(D(y’z):( 1_y2_227yaz)'
Parametrize the boundary :

2 option 8.1 : Polar coordinates

( ) = (cos(t),sin(t)) t € [0,2n] &)

(
o(t) = (0, cos(t),sin(t))
i (‘1> ©7)'(t) = (0, —sin(t), cos(t))

option 8.2 : Cartesian coordinates

e | Flzfyl(t):(t,\/l—ﬂ) tel-1,1] N
Doyt <Ot\/1—t2)

@on)® = (01 =)

V1—1¢2

ngfyg(t):<t,—\/l—t2> tel-1,1] @
Doy (t) = <O,t,—\/1 —t2)

@ o)) = (0.1, )

Hence,
option 3.1
27
/ Fedl / (F(0, cos(t), sin(t)), (0, — sin(t), cos(t))) dt
OH 0
2
_ / ((0, sin?(t), cos2(£), (0, — sin(t), cos(t))) dt
0
27
:/ —sin®(t) 4 cos®(t)dt
0
Note that
it —it\ 3
3 e te ) it _ —it\ 3
cos” t = < . 3 e e
f=(—=-—
. () = (<5 )
:g ( 2it +24 672zt) (e” + efzt) :%il (e3it _ et _ 3e—it + 36—it)
L s —sit it —it 1 3
fg( +e % + 3" 4+ 3¢7M) =—1sin(3t)+1sin(t)
1
=1 (cos(3t) 4+ 3 cos(t))
1 3
=70 os(3t) + 1 cos(t)
Therefore,

1 3 1 3
/ F-dl :/ —sin(3t) — — sin(t) + - cos(3t) + — cos(t)dt
- , 4 4 4 4

1 3 1 3 o
= {12 cos(3t) + 1 cos(t) + T sin(t) + 1 sin(t) . =0.
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option 3.2

(0,1 —¢*¢%), <0,1, —_—

(

+/11 <F (0.t.—vI=2), (0,1, \/ij)>dt
(
(
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Option 4 : Cylindrical coordinates z is in the parametrization
Define ®: [-%, %] x [-1,1] = R® by

202
®(0,z2) = (\/ 1—22cos6, V1 — 22 sin9,z>

Parametrize the boundary

Is
m™ T
Iy t)=(t,—1 t {—7,7]
s pn® =061 te =55
B om(t) = (0,0,-1)
) Os 0 05 0 ols 1 e 2 a pOint, remove
05 -
Do:y(t) = (5:1) tel-11
" D o(t) = (0,-V1-12,1)
t
7E7E X[flal] d o /t 2(0,71)
[ 2 2] ( 72) ( ) m
m™ T
I's: = s |:_7,7i|
siys(t)=(t,1) te 5’3 S

do3(t) = (0,0,1)

a point, remove

Hence,

/ F~dl:/ F~dlf/ F.dl
oH ®(I2) @(I'y)
1 \/7 ¢
= F(o,—v1—1¢.¢t), (o0, 1) Yt
/—1< ( ) ( V1—1t2 >>
1 —
—/ <F(0, 1—t2,t)7(0, ! ,1>>dt
1 1—2
! 2 2 t
= 0,t2,1—1), (o0, 1) Vat
/_1<( ) ( V1—¢2 )
! —t
— 0,t2,1 —t2 ,(0, ,1)>dt
/1<( ) V1—1t2

1 3 3
t t
= 11— 4 — 1+ t3dt
[1\/1—t2 V1—t2
1 t3
=2 dt
/4 V1—¢2

1 1
IbPy {—t 1— tQ} - 2/ —9t\/1 — t2dt
-1 1

—1
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Option 5 : Rotated Cylindrical coordinates.
Define ®: [0, 1] x [0,27] — R3 by

O(x,0) = ( V1 —2z2cosb, \/17x2s1n0)

Parametrize the boundary

6.5 [13
) Ty:n(t) =(t,0) tel0,1]
6 Doy (t) = (t, V1 —12,0)
Iy -t
5.5 (PoTy)(t) = (LW,O
5 Ty: 72(t) = (1,t) t€]0,2n]
P ova(t) =(1,0,0)
45 a polnt, remove.
[z:3(t) = (t,2m) te[0,1]
4
D orys(t) = (t,V1—12,0)
same as I'; in opposite direction, remove
35
I )
S Tyt () = (0,¢) te[0,7]
i D o y4(t) = (0, cos(t),sin(t))
(P ova)'(t) = (0, —sin(t), cos(t))
25
2
15
;
05
.
05 0 05 1 15
I

[0,1] x [0, 27]
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Hence,
/ F.-dl = /
(')
/ F(0,cos(t),sin(t)), (0, — sin(t), cos(t))) dt
0
2m
/ (sin®(t), cos?(t)), (0, —sin(t), cos(t))) dt
. / sin®(£) — cos®(£)dt
0
Note that
it | —it\ 3 .
3 e’ +e ) it ,—it\ 3
cos"t = ( . 3 e e
) =(—-—
. snd() = (<5
=3 (e (e +24+e72") (e + e ™) _—1 (37 — 73 _ 3=t 4 3¢t
81
_1 it | o—3it it —it 1
—g( e 436" +3e7 ) :—Zsin(3t)+zsin(t)
1
=1 (cos(3t) 4+ 3cos(t))
1 3
=70 os(3t) + 1 cos(t)
Therefore,

F-d /27T L sin(3t) + 3 sin(t) L cos(3t) 3 cos(t)dt
-dl = ——sin —sin(t) — — - =
o , 4 4 4 4

1 3 1. 3. .7
= {12 cos(3t) — 1 cos(t) — T sin(t) — 1 sin(t) ST 0.
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Question 20: Cette question est notée sur 5 points.

|:|0 |:|1 |:|2 |:|3 |:|4 I:|5 .e Réservé au correcteur

Donner explicitement une fonction u : R — R, 2r-périodique solution de

u""(x) + 2u(x) = 2 + 3sin(z) — 36 cos(2x), Vo €R,

ou """ dénote la dérivée d’ordre 4 de u.

Solution :
We look for a solution in the form of a Fourier series :

u(x) :% + Z {ay cos(kx) + by sin(kx)}
k=1

u'(x) = Z {kby cos(kx) — kay, sin(kzx)}
k=1

[M]8

u’(z) =) {—k®ay cos(kz) — k*by sin(kz)}

1

u"(z) = Z {—k3by, cos(kx) + k*ay, sin(kz) }
k=1

" (z) = Z {k*aj cos(kz) + k*by sin(kz) }

k=1

g 1

Hence,
" (x) + 2u(z) = 2a0 + Z {(k* + 2)ay cos(kz) + (k* + 2)by, sin(kx) }

k=1

Note moreover that if f(z) =2+ 3sin(z) — 36 cos(2zx), then
A < .
flx)= > + Z {Aj;, cos(kz) + By sin(kz)},
k=1

with Ag = 4, B; = 3, Ay = —36 and all other coefficients are 0.
Identifying Fourier coefficients, we end up with

k=0 ag =2
s
h=2 { 1861128; ;33
4 _
[

Solving those yelds
CI,QZQ7 b1=1 a2:—2

and all other coefficients are 0. Meaning our solution is

u(z) = % + by sin(x) + ag cos(2z) = 1 + sin(z) — 2 cos(2x).



