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SCIPER: 999999

Attendez le début de 1’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-verso,
il contient 16 pages, les derniéres pouvant étre vides.
Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant-e sur la table.

e Vous avez le droit & un formulaire d’une feuille A4 recto-verso. Aucun autre document n’est
autorisé.

e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant I’épreuve.

e Pour les questions a choix multiple, on comptera:
— le nombre de points indiqués si la réponse est correcte,
— 0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
— moins un tiers du nombre de points indiqués si la réponse est incorrecte.
e Utilisez un stylo & encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc
si nécessaire.

e Si une question est erronée, ’enseignant-e se réserve le droit de I’annuler.

Respectez les consignes suivantes | Read these guidelines | Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse | Correct an answer
Antwort auswahlen NICHT Antwort auswahlen Antwort korrigieren
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ce qu'il ne faut PAS faire | what should NOT be done | was man NICHT tun sollte
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Table des transformées de Fourier
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Premiére partie, questions a choix multiple sur ’analyse vectorielle

Pour chaque question marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a
qu’une seule réponse correcte par question.

Question 1 : (4 points)
Soit le domaine régulier
Q={(z,y,2) €R® : 2> +* +22 <1, 2> 0}

Son bord est composé de deux parties :
Y ={(z,y,2) €R® : 2 +o* +22 =1, 2>0}
paramétrée par o0, p) = (cos(0) sin(p), sin(8) sin(y), cos(p)), 0 €[0,27], p € [O, g]
et
Yo ={(2,y,2) €ER3: 2?2 +¢* <1, 2=0}
paramétrée par S(r,0) = (r cos(f), rsin(6),0), r € [0,1], 8 € [0, 2x],
Considérons les normales associées ag A o, et By A Bg.

D g N, est extérieure et 3, A By est intérieure.
|:| ap A ay, et B, A By sont toutes deux intérieures.
D ap A oy, est intérieure et 3, A By est extérieure

|:| ag A ay, et B, A\ By sont toutes deux extérieures.

Question 2 : (2 points)
Soient le champ scalaire f: R? — R défini par f(x,y) = ze?, la courbe

I={(t) : te0,1]}

et
I:/fdl.
r
Alors,
Cr=5(+e)! -3l O r=5(+e)f gl
r=4+e)? - g2 (1= (14 et)? - oot

Question 3 : (2 points)
Soit le domaine régulier
Q={(z,y) eR* : >0, 2° <y < z}.

Le bord de 2 a deux parties :
Iy = {(z,y) €R?* : 2€]0,1], y = 2*} paramétré par v, (t) = (t,t), t € [0,1],
et
Ty = {(z,y) € R* : 2€0,1], y = /x} paramétré par y,(t) = (t2,t), t € [0, 1].
Paramétrés ainsi, on a :
|:| I'; est orientée négativement et I's est orientée positivement.
|:| I';y est orientée positivement et I's est orientée négativement.

D I'; et 'y sont toutes deux orientées positivement.

|:| I'; et I'y sont toutes deux orientées négativement.
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Question 4 : (4 points)
Soit le champ vectoriel F': R?\{(0,0)} — R? défini par

F(z,y) = (2@231 ) 2(x23<xk y2)> '

Alors,

[ ] Pour T, le cercle centré en (0,0) de rayon 1, / F -dl # 0 et F ne dérive pas d’un potentiel.
r

|:| rot F' # 0 et F' ne dérive pas d’un potentiel.

D Pour T, le cercle centré en (0,2) de rayon 1, / F -dl # 0 et F ne dérive pas d’un potentiel.
r

D F' dérive d’un potentiel.

Question 5 : (2 points)
Soit €, le carré [0,1] x [0,1] et le champ vectoriel F': R? — R? défini par

F(z,y) = (zy? 2%y + z).

Si on oriente le bord du carré 9S) positivement, I'intégrale / F -dl vaut :

o0

(][] F-a=-1 1/ Fa=1
o oN

O/ Fra=2 ]/ F-di=0
o9 3 o9

Question 6 : (3 points)
Soit le champ scalaire f: R? — R défini par

fla,y) = (% = y?)e™
Alors, le laplacien de f, Af est donné par :

L] Af(a,

( (4 + 8zy + z* + 222y — y*)e™
[]afGe,

(

(

(2z —2y—|—:l: + 2%y — xy? — y3)e”
(z* —y*)e”
0

L] Af(a,

) =
)
)=
L] Af(zy)

)
Y
Y
)

€T,

Question 7 : (2 points)

Soit 2 C R3 un ouvert et F' € C(Q;R3) un champ vectoriel tel que pour tout x € €2, rot F(x) = 0. Alors,
|:| On ne peut rien dire.
D F' ne dérive pas d’'un potentiel.
|:| F' dérive d’un potentiel.

|:| L’intégrale curviligne de F' le long de n’importe quelle courbe simple fermée réguliére est nulle.
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Question 8 : (2 points)
Soit le champ vectoriel F': R? — R3 défini par

F(x7y,z) = (yz, —xz,xy).

(1)

Si 2 C R? est un domaine régulier dont le bord est une surface réguliére orientable avec normale extérieure

unité v, alors,
[] // (F,v) ds=0 [] / F - ds = Volume(2)
o0 a0
[] F-ds= / / / rot F dadydz [] / / (F,v) ds = Aire(9Q)
o0 Q aQ

Question 9 : (4 points)
Soient le champ scalaire f: R? — R défini par

f(xayvz) :27427

la surface

1
Z:{(m,,w)GIRi?’ Pr=loVal g 2yt <o yZO},

parameétrée par

o(r,8) = (rcos(f),rsin(f),1 —r), r € [0, ﬂ , 0€l0,7],
et
I://Efds.
Alors,

™2
12
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Deuxiéme partie, questions a choix multiple sur ’analyse de Fourier

Pour chaque question marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de ratures.

qu’une seule réponse correcte par question.

Question 10 : (2 points)
Soit f: R — R défini par

3 for0<z <1
flx)=4 3—-2z forl<az <2 étendue par 3-périodicité
z—1 for2<z<3

et considérons F f(z) sa série de Fourier réelle. Alors, pour x €0, 3],

[ ] Ff(z) = f(x) si et seulement si = ¢ {2, 3}

[ ] Ff(z) = f(x) si et seulement si = ¢ {1,2,3}

[ ] Ff(z) nest pas définie pour = = 3 et Ff(x)
(z) =

L] Ff(z

T

T

= f(z) si et seulement si z ¢ {2}
f(x) pour tout z €0, 3]

Question 11 : (5 points)
Supposons que pour tout ¢ € R,

_ 2 A (=D
|cos(t)| = — + — Z 5 cos (2kt).
T T 4k
Alors, la série
(oo}
2
i (4k2 1)

vaut

os e os 1=,
—(ak2—1)° 8 4k2—1 B

i (
= 1 2 1 = 2 1
0% G =a+s mp o
— (4k2 — 1) 16 2 k:l 4k2 16 2
Question 12 : (5 points)
Soit f: R — R définie par
e % siz>0
/(@) _{ 0 sinon

et considérons I’équation

+oo 22
/ Ftyulz — t)dt = =5 .

— 00

Laquelle des fonctions u: R — R ci-dessous est solution de 1’équation ?

e’
0

[ ] u(x) = ze "

sixzx>0
sinon

[ u(z) =

Il n’y a
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Question 13 : (2 points)
Soit f: R — R, la fonction 27-périodique définie par

1 a: 1 . ) )
f@) =5+ 5(5 — im)ed® + 5(5 + im)e 3@ — 267”: — g —Tiw

et soit sa série de Fourier réelle :
. aO = M
Ff(z)= 3 + HE_l [y, cos (nx) + by, sin (nz)]

Alors, les seuls coefficients de Fourier réels de f qui sont non-nuls sont

L] ao, as, a [ ] ao, bs, ar [ 1 ao, as, bs, by [ ] ao, as, bs, ar

Question 14 : (4 points)
Soit f: R — R définie par

—-T—x for —mr <2< -3
f(z) = T for — g <r<g étendue par 27-périodicité.
T—x for % <z<mT

On admettra sans démonstration que les coefficients de Fourier réels de f sont donnés par

a, =0 Vn >0

b, _4 sin(ng)

5 Vn > 1.
T n

Alors, la série ———— vaut
T ranOQn—i—l) vau

s > 1 ™
D;(2n+1)2_ 8 D;(2n+1)2:§
= 1 72 -8 = 1 4
D;(2n+1)2_ 8 D;(%H)?:E

Question 15 : (6 points)
Soit f: R — R la fonction 2w-périodique telle que Va €] — , 7],

0 st —m<x<0
f(x){ 2 si0<zx <7
Alors sa série de Fourier est

e _1\n _ _1\n+1

[ ] Ff(= i Z <((1n)7r)21 cos(nx) + (jl)ﬂsin(mc)>
3 ﬂ cos(nx (_1)# sin(nx

(1) = 32 (5 ostom) + (s sinto)
[ ] Ff(z) i Z (2k2 72 5 cos((2k + 1))

k=0

oo n+1
L] Ff(x % Z (= il)ﬂ' sin(nx)
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Question 16 : (3 points)
L’intégrale

oo (L497)?
vaut :
[J1=0 =1
2v/2¢
27 w2
__=r =
L)1 e? u e
Question 17 : (4 points)
Soit f : R — R définie par
fly) = (" + D)e .
Alors, f , la transformée de Fourier de f est donnée par
; 2 [ 2-6a? 1 ; ia? + 200 — 3i
= —_ o)== —F———
[ () \/;<(1+a2)3+1+a2> L 7t Var(i - a)?

[ fo) = (? + 1)y 3 (] oy @' 120% 428

16v/2

[0

2
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Troisiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au
correcteur.

Question 18: Cette question est notée sur 6 points.

I:lo D1 D2 Dg |:|4 I:'5 De Réservé au correcteur

(a) Soit la courbe

2
= {(a:,y,z) €ER? . x=/2 y=sin(z), 0<2< Tzl}
Donner une paramétrisation 7: [a,b] — R? de T et le vecteur tangent correspondant 7/ (t).

(b) Soit la surface
E:{(x,y,z)€R3 cz=a 42, 2?4+ 9% <3, x>0}

Donner une paramétrisation o: A — R? de ¥ et un champ de vecteur normal correspondant o, A o,,.
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Question 19: Cette question est notée sur 9 points.

Do |:|1 I:lz Da |:|4 I:ls |:|s |:|7 Ds Dg Réservé au correcteur

Soit la surface
3= {(x,y,z) eR?:1=2a%+4y%+22 IZO}

et le champ vectoriel
F(.’lﬁ7y7 Z) = (Oa 227 y2) .

(a) Enoncer le théoréme de Stokes (seulement 1’égalité,pas besoin de mentionner les hypothéses)
(b) Donner une paramétrisation o: A — R? de X.

(¢) Donner la paramétrisation de 9% correspondante.

(d) En utilisant la paramétrisation du point précédent, calculer / F-dl.
s
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Question 20: Cette question est notée sur 5 points.

I:Io |:|1 I:l2 |:|3 D4 |:|5 De Réservé au correcteur
Donner explicitement une fonction u : R — R, 2r-périodique solution de
u""(z) + 2u(z) = 2 + 3sin(z) — 36 cos(2x), Vz €R,

ou u""” dénote la dérivée d’ordre 4 de w.
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