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Formulaire

Pour tous a,b € R, on a
e’ = cos(a) + i sin(a)
cos?(a) +sin?(a) =1
cos(2a) = 2cos?(a) — 1
cos(2a) = 1 — 2sin*(a)
sin(2a) = 2cos(a) sin(a)
e +e @

cosh(a) = 5

2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b)

2sin(a) sin(b) = cos(a — b) — cos(a + b)

2sin(a) cos(b) = sin(a + b) + sin(a — b)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

sinh(a) = 5

Premiére partie, questionnaire a choix multiples (4+1/0) (15 points)

Pour chaque question marquer la case correspondante & la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a

qu’une seule réponse correcte par question.

Question 1 (1 point) Soit f :] —1,1] — R,z — sin(z), étendue par 2-périodicité. Alors, si S(f) est la

série de Fourier de f, on a:

[ S(f)(=1) = sin(1).
M sH-n=o
[ S(£)(=1) = —sin(1),

[ ] La limite Sy (f)(—=1) = lim

n’existe pas.

Question 2 (1 point) Soit f(x,y) = e** sin(z + 2y). Alors, le laplacien Af de f est donné par:

B 22 cos(z + 2y) — €2 sin(x + 2y)
[ ] 2¢2% cos(z + 2y) — €2® sin(x + 2y)

[] 4e% cos(z + 2y) + €2 sin(x + 2y)
[ ] 2¢2® cos(x 4 2y) + €2® sin(x + 2y)

Question 3 (1 point) Si H est la fonction de Heaviside, telle que

1 sixz>0
0 si z <0,

et dp € 2'(R) est la masse de Dirac en 0 (telle que dp(¢) = ¢(0) pour tout ¢ € Z(R) = C*(R)), que vaut

la convolution suivante au sens des distributions?
@]« (8

|:| Cette convolution n’est pas bien définie.

D o — 67151

x [H(m)H(l - x)e*f])

[] 4o
Ho

Question 4 (1 point) Pour tout n € N*, soit T}, la distribution donnée par

T, =n301 +n3_1 —2n%d —ndy,

ou J, est la masse de Dirac en a € R telle que pour tout ¢ € Z(R) = C°(R), on ait d,(¢) = ¢(a). Alors, la
limite lim 7, au sens des distributions (dans 2’(R)) est donnée par:

n—oo

[]ay Ho

l:’ 7%56// D do
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Question 5 (1 point) Rappelons que pour tout z € R? et r > 0, on note B(x,7) =R?N{y: |y — x| < r}
le disque de centre z et de rayon r. Soit X € C*°(R?\ {0},R?) un champ de vecteurs tel que rot(X) = 0 et

/ X -dl =0.
9B(2,1)

Alors:

D L’intégrale de X le long de toute courbe D X est exact.
réguliére fermée dans R? \ {0} est nulle.

[ ] X nest pas exact. B On ne peut rien conclure.
Question 6 (1 point) Soit f(x) = exp (z3sin(z)). Quelle affirmation est correcte?

[ ] [f] est une distribution a support compact ([f] € &’ (R)).
B (/] est une distribution ([f] € Z'(R)).

[ ] [f] est une distribution tempérée ([f] € &' (R)).

[ ] [f] nest pas une distribution ([f] ¢ 2'(R)).

Question 7 (1 point) Soit F(x,y) = (ysinh(xy), zsinh(zy)) et G(x,y) = (y cosh(xy), —x sinh(xy)). Alors,
les champs de vecteurs exacts sont:

[]Feta. []a [ [ ] Aucun des deux.

Question 8 (I point) Soit f(z) = cos(2023z) sin(z) vue comme fonction 27-périodique. Alors, on a:

[ ] en(f) =0 pour tout n € Z\ {—2023,—1,1,2023}.

[ ] en(f) = 0 pour tout n € Z\ {1,2023}.

B c.(f) = 0 pour tout n € Z \ {—2024, —2022, 2022, 2024}
[ ] en(f) =0 pour tout n € Z\ {2023, —1}.

Question 9 (1 point) Soit T = Z(6k+1 — 0k), ou Jy, est la masse de Dirac en k € Z telle que pour tout

k=0
v € 2(R) = C(R), on ait dx(¢) = ¢(k). Alors, on a:

- T = - D La série de converge pas au sens des distribu-
tions (dans 2'(R)).

[JT=0 []T=06

Question 10 (1 point) Soit T € 2’'(R) la distribution

sin(27t)
T="— > 6k,

kEZ

ol dy est la masse de Dirac en k € Z telle que pour tout ¢ € Z(R) = C°(R), on ait dx(¢) = ¢(k). Alors,
on a:

B7=26 []T=-2n6 []T=2rd, []T=-2n6
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Question 11 (1 point) Admettons que la transformée de Fourier de f(x) = sméx) est donnée par
~ ’]T R
7€) = 7 (san(1+6) +san(1 - ©)), on
1 sizx>0
sgn(z) =40 siz=0
-1 si z < 0.
2
Alors, l'intégrale I = / Smm( )dsc est égale a:
R
D 00 D T |:| 2 - 272
1
Question 12 (1 point) Soit f(z) = (T Alors, la transformée de Fourier de f est donnée par:
~ m ™
|:|f(E)Z—@(§3+6§2+15§+15)6_5. L] £ 4—(£3+6§2+15§+15)
[ 7(&) = — 45 (1P + 662 + 15[¢| + 15) <. W () = 5 (6P + 662+ 15)¢] + 15) eI,
1—
Question 13 (1 point) On admet que la transformée de Fourier de la fonction f(z) = %() est égale

a
S fm@—lg) st —1< ¢S
f(f){o si ¢ > 1.

1 — cos(z)
)

[ DW\/Z (] nvor -g

Question 14 (1 point) Soit f(x) = | cos(z)| et admettons que les coefficients de Fourier de f (vue comme

Alors, 'intégrale suivante I = / dz est égale a:
0

fonction 27r-périodique) vérifient I'identité suivante |c, (f)| = si n € Z est pair, et ¢, (f) = 0 sinon

7|2 —1]
1
< (42 — 1)

o0

(c’est-a-dire, si n est impair). Alors, la série S = Z vaut:

72 72 1 w2 72 1
T4 Lz T L,z
N 8 + N 16 2 L 8 u 16 +
2
Question 15 (1 point) Soit f :] — m, 7] = R,z — cos (x > étendue par 2m-périodicité sur R. Alors, on
2
a:
[ ] an(f) = 0 pour tout n > 1 et ag(f) < 0. B b.(f) = 0 pour tout n > 1 et ag(f) > 0.

[ ] ba(f) = 0 pour tout n > 1 et ao(f) < 0. [ ] an(f) = 0 pour tout n > 1 et ag(f) > 0.


Pablo Antolin
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Question 13 (1 point) On admet que la transformée de Fourier de la fonction f(z) = M

5 est égale
x
a

S T8 st —1< ¢ <1
f(f)_{o si €] > 1.

1 — cos
Alors, I'intégrale suivante I = / 7(:5)(# est égale a:
0

O DW\EZ [ nvar -

| 3
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Question 11 (1 point) Admettons que la transformée de Fourier de f(z) = Ebi) est donnée par
T

Fle)= % (sgn(1+ ) +sgn(1 - ©)), on

1 siz>0
sgn(z) =<0 siz=0
-1 si z <0.
.
Alors, l'intégrale I = / St 2(2:) dx est égale a:
R T

DOO ﬂ' D?ﬂ' D27r2
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Deuxiéme partie, questions ouvertes

e Répondre dans I’espace dédié en utilisant un stylo (ou feutre fin) noir ou bleu foncé.

e Votre réponse doit étre soigneusement justifiée: toutes les étapes de votre raisonnement doivent figurer
dans votre réponse. Chaque résultat du cours utilisé doit étre précisément énoncé.

e Laisser libres les cases & cocher : elles sont réservées aux correcteurs.

Question 16: Cette question est notée sur 4 points.
Lo [l [ ][ s I

On considére la fonction

7 : [0,27] — R?
0 — (cos®(0),sin*(0))

Calculer la longueur de la courbe fermée I" = ([0, 27]).
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Question 17: Cette question est notée sur 6 points.
Lo L[l s [ 1o [ s MM

Veérifier le théoréme de Gauss-Green sur le domaine suivant:
Q=R*N{(z,y): 0<y<8x—122"+62° —z*, >0}

avec le champ de vecteurs X (z,y) = (—y, x).
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Question 18: Cette question est notée sur 10 points.
DO Dl DZ D:i D4 DS DG D7 DS DQ .10

Calculer le volume du domaine

1 1
Q:R3ﬁ{(x,y,z):x2+y2+z2<1, —2<z<2}

et vérifier le résultat a ’aide du théoréme de la divergence.
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Question 19: Cette question est notée sur 9 points.
Lo LI [l s Lde Ll s [Je (s s

Soit

1
Z:R3ﬁ{(x,y,z):x2—|—z2:y3(1—y)370<y< 2}.

Vérifier le théoréme de Stokes sur la surface & bord ¥ avec le champ de vecteurs

—z
X(z,y,z)=1| 0

T
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Question 20: Cette question est notée sur 8 points.
Lo Ll [l s [da (s (s [ 1= s

Soit f(x) = el*! pour tout x €] — 7, ), étendue par 27-périodicité sur R.

1) Montrer que pour tout n € Z, le coeflicient de Fourier de f est donné par
lem(—1)" -1
el = e
2) A P’aide d’un théoréme du cours que 1’on rappelera, calculer la valeur des deux séries (et simplifier le
résultat):

1 o (=1)"
Sl:Zl+n2 et SQ:Zl—‘rnQ.

n=0 n=0
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Question 21: Cette question est notée sur 8 points.

ERESEANSNANANSES

Soit
sin(z)
fla) =22
On rappelle que la transformée de Fourier de h: R — R,z +— e~ |*l est donnée par
~ 2
h =
©=ire

1) Calculer la transformée de Fourier de la fonction g : R — R, x + sin(z)e~ 7.

d ~ .
2) En utilisant les propriétés de la transformée de Fourier et la question 1), calculer Z f(€) en fonction
de §(¢).
3) A P’aide d’un théoréme du cours que 1’on énoncera, montrer que

f(f) = g — arctan (22) ,

et en déduire la valeur de l'intégrale

I:/ Sm(x)e’””daz.
0

T
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1 QCM
On a bien sir utilisé la convention du cours :
&) = [ fl@)e " da.
Rd

Exercice 1.1. Soit f(z, y) = e®®sin(x + 2y). Alors, le laplacien Af de f est donné par

1. 4e%* cos(x + 2y) — e** sin(x + 2y).
2. 4e%* cos(x + 2y) + 62"” sin(z + 2y).
3. 2e% cos(z + 2y) — ¥ sin(z + 2y).
4. 2e2® cos(x + 2y) + €2 sin(z + 2y).

Démonstration. La bonne réponse est la lere.

Ouf = 2e* sin(z + 2y) + €2® cos(x + 2y)
O2f = 4e* sin(z + 2y) + 4e** cos(z + 2y) — €** sin(x + 2y)
2 2z s
0, f = —4e"" sin(z + 2y)
_ 92 2 2x } 2 :
Af =0, f +0,f = 4e** cos(z + 2y) — e** sin(x + 2y).

2

Exercice 1.2. Soit f:] —m, 7| = R,z > cos <x

2) étendue par 2m-périodicité sur R. Alors, on a :
0

1. b, (f) = 0 pour tout n > 1 et ap(f) >
2. an(f) =0 pour tout n > 1 et aop(f) >
3. bp(f) = 0 pour tout n > 1 et ap(f) <
4. an(f) =0 pour tout n > 1 et ap(f) <

Démonstration. f est paire et positive (car 1 < 7/2), et la réponse correcte est donc la 1ére.

1 — cos(z)

Exercice 1.3. On admet que la transformée de Fourier de la fonction f(z) = 5 est égale a
x

ey )T =) st 1< g <1
f(g)_{() si €] > 1.

1 — cos(x)

Alors, l'intégrale suivante I = / 5 dz est égale a :
x

0
1.
2.

T
3. —.
”\E

4. /2.

w\=\=‘

Démonstration.

La bonne réponse est la 2eme.



Pour trouver cette transformée de Fourier, on peut utiliser la méme preuve que dans la question 10
en dérivant deux fois (il faut utiliser la théorie des distributions dans ce cas)c, ou remarquer simplement
que par parité

F(x = (1= z[)4)(§) = 2A1(1 — z) cos(x &)dzr = 2 {(1 —:c)sm(;g)]: +2/01 Sin(;g)dx —9 {00;(955)]:

_ 2(1 - cos(az:))7

2

ce qui implique le résultat souhaité a ’aide de la transformée de Fourier inverse. O

Remarque. Cet exercice est plus difficile avec ’autre convention.

1
- Alors, la transformée de Fourier de f est donnée par :

Exercice 1.4. Soit f(x) = (1+72)
T

Démonstration. La transformée de Fourier d’une fonction paire est une fonction paire. De plus, f est
positive, ce qui implique que

f(0) = /Rf(a;)dx > 0.

La bonne réponse est donc la 3éme. Pour le calcul, on peut calculer la transformée de Fourier de f (en
intégrant par parties) et utiliser I'inversion de Fourier. Mais le moyen facile (hors-programme, mais que

vous verrez en Analyse IV), c’est d’utiliser 'analyse complexe. Soit fi(z) = Gt et fa(z) = €'#¢. On
z+i

a
4 ,
RO = B =ige
20 .
{/(Z) = (Z +Z)6 él(z) = 752 6125
120 .
O L /(z) = —ighet e,

Par conséquent, si f = f1f2 on a
F7(2) = S 2) + 3 F) 5 +3 R E) + () ()
B 120 60ie | 12¢2 i8N\ ise
B <_(Z+i)7 TG e (Z+i)4)e '

Par conséquent, on a

) = _1% (+662+15¢+15) e ¢,

et si
eiz§
RO
on obtient
Res(F,i) = 14 ((z=9)*'F(2)), _, = 1f"’(i) S (+6&2+15¢+15)e ¢
’ 31 dz3 l==i ~ 6 96 ’



et si &€ > 0 (de sorte que I'intégrale sur 9D, (0, R) tend vers 0 quand R — oo par convergence dominée),
on obtient donc par le théoréme des résidus appliqué a I'g = [—R, R] U 9D, (0, R), on obtient

e i ; ; T o(¢3 2 -
Amzlggnm 1“RF(z)dz:27mRes(F,z):@(g +6&%+15¢6+15) e 5.

La formule pour £ < 0 s’ensuie par parité. O

Exercice 1.5. Soit f:] —1,1] — R,z — sin(z), étendue par 2-périodicité. Alors, si S(f) est la série de
Fourier de f, on a :
1. S(f)(—1) =sin(1).
2. S(f)(—=1) = —sin(1).
3. S(f) (-1 =0.
N .
4. La limite Sy(f)(—1) = lim Z cn(f)e ™™ nexiste pas.

N—oc0
n=—N

Démonstration. [ est impaire, donc on obtient S(f)(—1) = 0 par le théoréme de Dirichlet. La bonne
réponse est la 3eme. O

Exercice 1.6. Rappelons que pour tout x € R? et 7 > 0, on note B(z,r) = R2N{y:|ly— x| <7} le
disque de centre x et de rayon r. Soit X € C*°(R?\ {0} ,R?) un champ de vecteurs tel que rot(X) = 0 et

/ X -dl =0.
9B(2,1)

Alors :

1. X est exact.

2. X n’est pas exact.

3. L’intégrale de X le long de toute courbe réguliére fermée dans R? \ {0} est nulle.
4. On ne peut rien conclure.

Démonstration. On ne peut rien conclure car l'intégrale sur le lacet donné ne contient pas 0. On re-
marquera que 1. et 3. sont équivalentes, et comme il y a une seule réponse, ces deux possibilités sont
exclues. 0

Exercice 1.7. Soit F(z,y) = (ysinh(zy),xsinh(xy)) et G(x,y) = (y cosh(zy), —x sinh(zy)). Alors, les
champs de vecteurs exacts sont :

1. F.

2. G.

3. FetG.

4. Aucun des deux.

Démonstration. F, avec comme potentiel f(x,y) = cosh(zy). En intégrant la seconde fonction, on obtient

comme potentiel g(z,y) = sinh(zy)+c1(y) = — cosh(zy)+ca(x), et ces équations sont incompatibles. [
Exercice 1.8. Soit f(x) = |cos(z)| et admettons que les coefficients de Fourier de f (vue comme
2
fonction 2m-périodique) vérifient I'identité suivante |c,(f)| = AT sin € Z est pair, et ¢,(f) =0
7 |n? —
o0
. est-adire. si n est i ) Alors. la série S — 1 £
sinon (c’est-a-dire, si n est impair). Alors, la série S = ;O m vaut :
2
1
Lz
16 2
2
U 1
2. —+ -
16 + 2



3. ——1
82
™
4. — +1
8-1—

Démonstration. C’est la deuxiéme réponse, voir 'examen de I’an passé (on a ajouté un terme a la série,
attention!). O

Exercice 1.9. Soit f(x) = cos(2023x) sin(z) vue comme fonction 2m-périodique. Alors, on a :
1. ¢n(f) =0 pour tout n € Z \ {—2023, —1,1,2023}.

2. ¢, (f) =0 pour tout n € Z \ {—2024, —2022, 2022, 2024}

3. n(f) = 0 pour tout n € Z \ {1,2023}.

4. cp(f) = 0 pour tout n € Z \ {—2023,—1}.

’I’L

Démonstration. La 2éme réponse est correcte (les fréquences s’ajoutent et se soustraient ; voir les formules
de duplication du formulaire). Encore une question copiée de ’examen de 2022-2023. O

sin(x)

Exercice 1.10. Admettons que la transformée de Fourier de f(z) = est donnée par f(ﬁ) =

z (sgn(1+ &) +sgn(1 —¢€)), on

2
1 sixz>0
sgn(z) =<0 siz=0
-1 si z <O0.
.2
Alors, lintégrale I = / sin”(z) dx est égale a :
R
1. oo.
2. .
3. 2.
4. 272,

Démonstration. En vertu de la formule de Plancherel, on a

_ x2x:i BeV|2
1= [ el = 5 [ 1fede

fest paire, et f(g) =0si]¢{>1.Si-1<¢<1l,ona f(g) = 7, et on obtient

1 /1 )
= — med€ = .
2 J_4

La bonne réponse est donc la 2éme.

Pour calculer cette transformée de Fourier, le moyen le plus simple (hors analyse complexe) est
d’utiliser la théorie des distributions. Pour tout f € .#(R), on a

ff@) = /R wf (z)e " Ede,

et cette formule reste vraie dans ./ (R) par densité, au sens ol pour tout 7' € .(R), on a
N/ —~
(T) = —iaT.

Par conséquent, on a



ou l'on identifie sin(z) avec [z — sin(x)]. Pour tout o € R et pour tout ¢ € .#(R), on a

(F(e97),0) = (", §) = /R@(é)emgc%: 2mp(a) = (2700, ) -

Par conséquent, on a

7 elr — eTiw w1 — 2w _
(f) = —i Z(sin(z)) = —i F <2Z) =i (212221> = (61— 6_1).

Le Lemme de du Bois-Reymond implique donc que fest une fonction et qu’il existe une constante ¢ € R
telle que

c sié>1
F&)=-mHE-1)—HE+D))+e=_n+ec s —1<é<l1
c si & < —1.

En vertu du Lemme de Riemann-Lebesgue, on a ¢ = 0. Remarquons qu’on peut voir directement que

fest une fonction (d’ailleurs, c’est nécessaire pour pouvoir appliquer Riemann-Lebesgue) car pour tous
a<b, onasif#{£l}

b . b b b
. ] 1 — cos ] 1— ) 1 — cos )
/ sin(zx) o6 gy — [ cos(x) e_””g} +/ cos(a?)e—mgdx n i§/ c;s(l‘) i TE gy

x T

1 —cos(b) 1— , by —
_ CbOS( ) ive COS(a)eﬂau/ cos() |
a a

, 1 , , b

1
T a
b
i 1/ ¢ — 13 (e 1
P 2 _emiEHDmy 4 S (1 €D il
Jr/a <1 e +2<£+1(1 e )Jrf—l(l e )))Ide

b
_ 1—cos(b)eib5_ 1—cos(a)6_m5+/ 1—cos(x)e
a

b a

I <1 _ omibe Jr% (gf_l (B*i(fwtl)b _ 1) 4 gf - o—iE—1p _ 1))) %
_ (1 _iat | % (gil (e—i<f+1>a _ 1) n 5571 o—ile—Da _ 1))) é
. /ab (1 Y. +% <£j_1 (1 _ e—i(£+1)m) n g% (1 _ e—i(g—l);«))) %dm

On remarque que pour £ = 0, on obtient I'identité

/ sm(az)dm :/ 1- CZS(.’E) dr =,
R T R x

et la second intégrale est absolument convergente. Pour £ = £1, on a par parité de f

” _ [cos(x)sin(z) . [sin(2x) , 1 [sin(y), 7
J(f)(l)—/Rfda:—/R 2 dx—i/R Do =3

En général, on vérifie facilement que

Y _|_% (gil (1 B e—i(§+1)m) n 5571 (1 _e—i(ﬁ—l)m)) _ O(mQ),

ce qui montre que la seconde intégrale est absolument convergente, par conséquent, pour tout choix de
suites {an },,cn > {bntneny C R telles que a, o oot by, 2 00 0ona

[
lim sin(x) e 18 dy = / L= coslw) e '8 dy
R

n— oo x .’E2
an



+/R <1 —e Tl 4 % (gil (1 — e_i(§+1)””) + gfj (1 - e—z‘(&—l)m))) %dx’

et ces deux intégrales sont absolument convergentes pour tout £ € R\ {£1}. O

Exercice 1.11. Pour tout n € N*, soit T}, la distribution donnée par
T, =n%51 +n35_1 —2n%5y — ndy,

ou ¢, est la masse de Dirac en a € R telle que pour tout ¢ € Z(R) = C*(R), on ait ,(¢) = ¢(a). Alors,

la limite lim 7,, au sens des distributions (dans 2’'(R)) est donnée par :
n—oo

1. 0.
2. 5.
3. o1,

1
4 =36

Démonstration. C’est 0.
Soit p € Z(R). On a

1 1
w(7) = ¢(0) + ¢ (0)z + 5¢"(0)2* + 20" (0)2" + O(a")
1 1 1 1 1
2] = »(0 240(0 (0 "0 o~
w(n> P(0) + —¢'(0) + 550" (0) + o5 (0) + (n4)
Yo = Loy ooy - Lo S
¢ (~1) =90 = 20 + 520"0) - e O 40 (o
1 1 1 1
— —— ) —2¢(0) — =" (0) =0 ( —
e(2) (1) 200 - Ze0 =0 ()
O
Exercice 1.12. Soit T' = Z(5k+1 — 0), ou Jy est la masse de Dirac en k € Z telle que pour tout
k=0
v € Z(R) = C*(R), on ait d;(¢) = ¢(k). Alors, on a :
1. T = dg.
2. T =—6.
3. T=0.
4. La série de converge pas au sens des distributions.
Démonstration. La 2eme réponse est correcte car
T(p) =Y (p(k+1) = p(k)) = —p(0) = —do(p).
k=0
O

Exercice 1.13. Soit T' € 2'(R) la distribution

T o sin(27t) Zakv

t
kEZ

ou dj, est la masse de Dirac en k € Z telle que pour tout ¢ € Z(R) = C°(R), on ait dx(p) = p(k). Alors,
ona:

1. T = 27‘{‘(30.

2. T = —27‘(‘(50.



3. T = 2wy,
4. T = —270|).

sin(27t)

Démonstration. f(t) = s’annule sur Z*, ce qui montre que

= 3" 6u(f ) = F(0)p(0) = 2mp(0) = 2m0(p).

kEZ

La bonne réponse est donc la leére.

Exercice 1.14. Si H est la fonction de Heaviside, telle que

o B 1 six>0
@)= sz<o

et o € Z'(R) est la masse de Dirac en 0 (telle que dp(¢) = »(0) pour tout ¢ € Z(R) = C(R)), que
vaut la convolution suivante au sens des distributions 7

1. &o.

2. 6 —e 14y.

3. 0.

4. Cette convolution n’est pas bien définie.

Démonstration.

1

@ (00w [H@HQ = 2)e ] ) = (129 + 87" ) + [H@) H(1 - 2)e "]
= ({(w4)/////} * (5()) * [H(x)H(l - x)e_ﬁ} =0.

La bonne réponse est la 3éme. On peut aussi faire le calcul direct

T(p) = <<6’"" H@H -0 [ z4so<z+t>dz>

= (6 e ([[tete+u2)an)
/ / eV Q" (y + z)dydz

<[ 4(,0””(?;—1—2)] +4/ 3 ”"(y—i—z)dz) dy
R
v’ < 12/z2<p"’(y+z)dz> dy
0 R
1
/ eV’ <24/ zgo"(y—i—z)dz) dy
0 R
1 2
/ e Y <—24/g@’(y+z)dz> dy = 0.
0 R

Exercice 1.15. Soit f(z) = exp (2®sin(x)). Quelle affirmation est correcte ?

1. [f] n’est pas une distribution ([f] ¢ 2'(R)).
2. [f] est une distribution ([f] € 2'(R)).
3. [f] est une distribution tempérée ([f] € ./ (R)).

e y

1
Y

e

|
J



4. [f] est une distribution a support compact ([f] € &' (R)).

Démonstration. C’est la seconde car f n’est pas a support compact ou tempérée, mais c’est bien une
fonction localement intégrable. Elle n’est pas tempérée car si

() T siz>0
xTr) =
g 0 sixz <0,

e e 37“+27rn
Fgtopts = [~ o metorg x 3 [ ooy
N 0 n=0v 7t+2mn
[e’¢) . \/é 3 )
23 gew (G (from) - — (5 +2 — .
;2exp(2(4+ ™ T omn (4+7rn>> 00

_12

On peut aussi utiliser f(z) = e et la preuve est encore plus simple. Et pour un QCM, on peut
immédiatement éliminer 3) et 4) car 4) = 3) = 2), et il y a une seule réponse correcte. C’est donc
soit 1), soit 2), et comme f est bien localement intégrable, c’est la réponse 2). O

Remarque. Dans I’ensemble, le QCM a été assez bien réussi, y compris les questions sur les distributions.

2 Exercices a rédaction détaillée

Exercice 2.1 (4 points). On considére la fonction

7 : [0,27] — R?
0 — (cos®(6),sin®(9))

Calculer la longueur de la courbe fermée T’ = ([0, 27]).

Démonstration.

Z () = /027r \/9 cost(6) sin?(6) + 9sin* () cos2(#)dx = /0% \/9 cos?(9) sin? () (cos?(0) + sin® 0)) df

2 3
- 3/ | cos(8)]| sin(6)|d0 = 7/
0 2 0

Remarque 2.2. Environ 90% des étudiants ont obtenu moins de 3 points, ce qui correspond presque
toujours a un calcul d’une courbe de longueur 0! En effet, une majorité inquiétante d’étudiants a utilisé
la « formule » bien connue V2 = x, ce qui améne bien a un calcul d’une courbe de longueur 0 :

3 1 2
|sin (26)] d = 6 / sin(20)d6 = 6 {—2 cos(20)} = 6.
0 0

2m

2m
3/ cos(#) sin(0)dd = 0.
0

Exercice 2.3 (6 points). Vérifier le théoréme de Gauss-Green sur le domaine suivant :
Q=R*N{(z,y): 0<y<8x—122°+62° —2*, 2> 0}

avec le champ de vecteurs X (x,y) = (—y, x).



Démonstration. On a 8z — 1222 + 623 — 2% = 2(2 — 2)3, ce qui implique que 0 < z < 2. On a donc

2

2 8x—12z246z° -z 3 1
/rothxdy:2/ / dy da72|:4$241'3+l'4l‘5
Q 0 0 2 5 0

32 16
=2(16—-32+24—- — —.
(10-0242-F) -5

On paramétre la premiére partie du bord par 1 (¢) = (¢,0), o 0 < ¢ < 2. On obtient si I'; = v1([0,1])

X -dl = / X( () - 7, (0)dt = / (0,1) - (1,0)dt =0,

Iy

et

2
X-dl = / (=8t + 12t — 6% + t*,¢) - (1,8 — 24t + 18> — 4¢t®)dt
s 0

2

2
3 96 16
= / (=126 + 12¢° — 3t*) dt = [—4153 +3t" — t‘ﬂ =-32+448- — =-——.
0 5 1, 5 5
Finalement, on
1
xa=[ xa-[ xa=2
o0 I L2 5

Remarque. Il fallait bien voir que le domaine était borné, ce qui est évident sans calcul vu le terme
dominant —z* dans la définition du domaine. D’ailleurs, les raisonnements du genre « On ne peut pas
vérifier le théoreme car le domaine est non-borné » ne sont pas corrects : un domaine non-borné peut
étre d’aire finie. Ce « raisonnement » revient a dire qu'une intégrale sur un domaine non-borné d’une
fonction positive est toujours infinie...

O

Exercice 2.4 (10 points). Calculer le volume du domaine

1 1
Q:R3ﬂ{(x,y7z):x2+y2+22<1, —2<z<2}

et vérifier le résultat a l'aide du théoreme de la divergence.

Démonstration. La preuve était donnée dans le cours. Soit —1 <a<b<1, et
H(a,b) = B0, 1) N{(z,y,2) 12 +y* + 2> < l,a < z < b}.
On utilise les coordonnées suivantes :
/1 — 22 cos(6)

G(r,0,2z) = | rv/1 — 2%sin(0) |,
z

on0<r<1,60¢€l0,2n] et a < z <b. On calcule

V1—22cos() —rv1—22sin(f) =
VG =|V1-2%sin(d) rv1-—2%2cos(d) =
0 0 1

Les valeurs en * n’interviennent pas dans le calcul du déterminant jacobien, et nous les omettons (vous
pouvez tout a fait faire cela le jour de examen). En développant par rapport a la troisieme ligne, il vient

V1—22cos(f) —rv1— z2sin(6)

Jac(G) = det DG = V1—22sin(f)  rv1— 22 cos(6)

=r(l—2%).



Par conséquent, on a

1 27 b 1 2 b
vol(H(a,b)):// /|Jac(G)|drd9dz:// /r(1—22)drd9dz
0 0 a 0 0 a
-9 1 ' _ 1 3 ’
= 2T 27“ . z 32: .

1
- (b —a- 30 - a3)> - g(b —a)(3— (a® + ab + b?)).
On vérifie sans peine la validité de ces calculs pour (a,b) = (—1,1), (a,b) = (—1,0), et (a,b) = (0,1).

Finalement, on vérifie les calculs & 1’aide du théoréme de la divergence. Le bord 0H (a, b) est composé
de trois ensembles (faire un dessin!) : le disque supérieur Dy, le disque inférieur D,, et la section latérale
L(a,b). On parametre le premier disque par

r cos(0)
Fy(r,0) = rsiz(@) )

ou 0 <r<+v1-10% et €|0,2n]. Par conséquent, on a

cos(6) —rsin(6) 0

OrF x OgF = | sin(f) | x | rcos(@) | =|0

0 0 T

Par conséquent, on a
V1-b2 2w
/ (x-v(x))dA(z) = / brdrdf
Dy 0 0
11t
=27b {r} =7b(1 —b?). (2.1)

2 Jo

La normale associée a la paramétrisation F, de D; étant la normale entrante, on a

/ (o vl)iA) = - / e / T ardrd = —ra(l - ). 2.2)

Finalement, le secteur latéral admet la paramétrisation suivante :

V1 — 22 cos(6)
G(0,z) = | V1 — 22sin(6)

ou (0,z) € A=[0,27x] x [a,b]. On calcule

—V1 — 2% sin(h) —2(1—22)"2
0gG x 0.G = | V1—22cos(0) | x | —2(1 - 22)*% i
0 1

V1 — 22 cos(6)
= | v1— 22sin(0)

z

C’est bien la normale extérieure, ce qui montre que
27 b
/ (x-v(z))dA(z) = / / dfdz = 2w (b —a), (2.3)
L(a,b) 0 a

10



ce qui coincide avec la formule Aire(S?) = 47 pour (a,b) = (—1,1). On observe que l'aire latérale d’un
secteur sphérique ne dépend que de la distance entre les deux plans de coupe (fait pas évident a priori,
faire un dessin prés du pdle nord et un dessin a 1’équateur).

Finalement, on a par (2.1), (2.2), et (2.3) l'identité :

1

3 /8H(a7b) (x-v(2))dA(z) = = (b(1 = b?) — a(1 — a®) + 2(b — a))

wlx ol

(b—a)(3 — (a® + ab + b?)).

B 117 1 1
Le résultat vaut —— avec b = 5 et a = —5

Remarque. Le calcul était tout de méme fait dans le cours, mais bien trop peu d’étudiants ont réussi
a trouver la valeur correcte du volume. On notera avec surprise quelques volumes nuls et méme un ou
deux volumes négatifs!...

O

Exercice 2.5 (9 points). Soit

1
Z:R3ﬂ{(x,y,z):x2+z2:y3(1—y)3,0§y§ 2}.

Vérifier le théoreme de Stokes sur la surface a bord ¥ avec le champ de vecteurs

—z
X(z,y,2)=1 0
x
Démonstration. On prend les coordonnées cylindriques
f(y) cos(0)
@(ya 0) - y 9
f(y)sin(6)
N 3 3 1
ou fly)=yz(1—y)z,et 0 €[0,27],y € {O, 2]. On a
f'(y) cos () —f(y)sin(0) f(y) cos(8)
Dyp X Dpip = 1 X 0 =| WSy

f'(y) sin(0) [f(y) cos(0) f(y)sin(0)
D’autre part, on a
€1 €9 €3
rot X =det | 0, 0, 0.| =(0,-2,0).

—z 0 =z

Par conséquent, on a

/zX dA = /0; (/027r —2f’(y)f(y)d9> dy = —2m [f*(y)]

1
BEzRgﬂ{(m,y,z):x2+z2=}

O =
w
%)

On a

26

11



1
est un cercle de centre 0 et de rayon 3 dans le plan xz. On le parametre par

7 :[0,27] — R3
1 cos ()
T :
1 sin(0)
qui est une orientation négative. On a donc
— £ sin(f) — £ sin(6) 1 e -
Xdl /X dl = / 0 . 0 dG:—6—4 d@*—g—Q
1 cos() 1 cos(6)

Remarque. La méthode du livre (avec les « quatre bords ») est une vraie perte de temps pour ce genre

d’exercice. On voit tout de suite que le bord de ce demi-citron est un cercle.

Exercice 2.6 (8 points). Soit f(z) = el*! pour tout x €] — 7, 7], étendue par 27-périodicité sur R.
1) Montrer que pour tout n € Z, le coeflicient de Fourier de f est donné par
Lem(—1)" —1

Cn(f):; 1+7’l2

2) A l'aide d’un théoréme du cours que l'on rappelera, calculer la valeur des deux séries (et simplifier

le résultat) :

S v b S. _y e
1_§:1+n2 et 2_§:1+n2'
n=0

n=0

Démonstration. On a

1— eTr-Hﬂ'n eT i _ ]

0 T
21 en(f) :/ e_:”_i"wdm—l—/ "INy =
0

—T

—1—1in + 1—1in
l—in+1+in) 207 (=1)"—1)
ey -y (A L) AT

Grace au théoreme de Dirichlet, comme f est continue, on a pour tout z € R

f@ﬂzzSUU@ﬂ::§:cnU74”x:

ne”Z

z Z 1 + 5 cos(n x).

En prenant = 0, on trouve si S} = S; —let S5, =95,—1

e"—1 2
1= Z (=8 +e78h),
- "‘ﬂ( 1 +e"53)
et en prenant x = T,
e"—1 2
T = Trsl_S/’
€ o +7r(6 1 2)

ce qui donne

N =

(45

On a



ce qui implique que

() =z (T =) (055
B 1 (r—1)e*™ +7+1
“ 3 )

2(e2m — —e?™ 4+ 2me™ + 1

Finalement, on trouve

S1\ 1 (r+1e*™ +m—1

Sy)  2(e2m —1) \ " 42me™ —1 )°
Remarque. C’était exactement la question de l’an dernier, et avec une fonction bien plus simple.
Malheureusement, le calcul des coefficients de Fourier a révélé pas mal d’incompétence calculatoire, et
bien trop souvent une mauvaise foi assez désagréable ot I'on passe de maniere magique d’un calcul faux a

la formule finale donnée dans ’énoncé. Les correcteurs ont été étudiants avant vous, et vous ne tromperez
personne.

O
Exercice 2.7 (8 points). Soit

f(z) = sin(x) ool

xT

On rappelle que la transformée de Fourier de h : R — R,z — e~ 1*| est donnée par

RO = g

1) Calculer la transformée de Fourier de la fonction ¢ : R — R,z + sin(z)e~ 7.

d ~
2) En utilisant les propriétés de la transformée de Fourier et la question 1), calculer — (&) en fonction

dg
de g(&).

3) A laide d’un théoréme du cours que 1’on énoncera, montrer que

R 2
f(& = g — arctan (52) ,
et en déduire la valeur de I'intégrale

I:/ Ln(x)e*””dac.
0

x
Démonstration. 1. On rappelle que si f(z) = e~*l alors
N 2

De plus, pour tout a € R
F (ac — ei‘”e*‘zl) &) = / etrelrlgminl gy — f({ —a).
R

Par conséquent, on a

F (CU — sin(x)e*m) &) = % (9 (;U — e”e*m) - F (;v — e*”e*‘ml)>
1 2 2 1 1+ (E+1)2-(1+(£-1)?) 14 —4ig
<1+<s—1>2 - 1+<§+1)2> S <1+<§—1)2+<§+1>2+<§2—1>2>

2i T A4t a4t

13



2. On a

27O = =i [ sinto)e e — -2

3. En intégrant, on obtient f(f) = C' — arctan (ﬁ) Comme f(é) \5\—> 0 en vertu du Lemme de
—00
Riemann-Lebesgue, on en déduit que C' = —. Finalement, on a

-~ ™

I=3F0) =7

2
T
2
1
2
Remarque. Exercice trés simple qui a été tres mal réussi a cause de lacunes assez graves au niveau du
cours. Beaucoup de formules qui n’ont pas de sens, avec des x mélangés a des &, une convolution avec
la fonction sinus (qui, on le rappelle, n’est pas intégrable; ¢a aurait un sens avec les distributions, mais
on se rameénerait & la premiére formule du cours avec la multiplication par ¢’“®), et de maniere plus
consternante, peu de tentatives de résolution de la seconde partie de la question 3). Pour trouver a priori
les formules des questions 1) et 2), il fallait simplement connaitre son cours et dériver la formule donnée
en 3). En cours, on avait justement utilisé cette méthode pour calculer la transformée de Fourier de e_”“'Q,
et la formule pour la dérivée d’une transformée de Fourier était a connaitre — ou a savoir retrouver.
Apres, jimagine qu’il y a eu également un probléme de manque de temps.

O

3 Statistiques

Grades distribution
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