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Exercice 1.
On rappelle le théoréme suivant (Théoréme 1.2 du livre) :

Théoréme 1.
Soit Q C R™ un ouvert.

1. 8i f € C*(R), alors Af = div(grad(f)).

Pourn =3, si f € C%(Q) et F € (C?())3, alors rot(grad(f)) = 0 et div(rot(F)) = 0.

Si f,g € CH(Q), alors grad(fg) = f grad(g) + g grad(f).

Si f €CHQ) et F € (CHQ)", alors div(fF) = fdiv(F) + F - grad(f).

Pourn =3, si F € (C2(R))3, alorsrot(rot(F)) = —AF+grad(div(F)), ou AF = (AF, AFy, AF3).
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Pourn =3, si f € CL(Q) et F € (CY(N))3, alors rot(fF) = frot(F) + grad(f) A F.
Prouvez les points 3. a 6.

Exercice 2.
Soient k, pc, > 0, v: R? — R3 € (C}(R?))? donnés et soit T : R?* — R € C*(R?) qui satisfait 'équation
de la chaleur

—div(k grad(T")) + pcp div(Tv) = 0. (1)

Si k = pc, = 1, lesquelles de ces affirmations sont-elles correctes?
1. Siv=0, T(z1,22,23) = ax; + Pxa + yx3 satisfait (1) pour tous a, 8,7 € R.

2. Siv(xy,x9,23) = (1,0,0), T(x1,z2,23) = e®* + C satisfait (1) pour tout C' € R.
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3. Siv(xy,x9,23) = (0,22,0), T'(x1, 22, 23) = e + C satisfait (1) pour tout C € R.

Exercice 3.
Soient p, it > 0, g = (g91,92,93) € R¥> et v : R? — R3 € (C%(R3))? qui satisfait les équations de
Navier-Stokes incompressibles

1 81}1 81)1
p<v1(fm+vgax2+v363) - Avﬁra— pg1, (2)
81)2 6112 61]2
P <Ulax1 + U237:E2 + 03%> v2 + B P92, (3)
Ovs ovs ovs D
P <1}1 6(131 + 2 81’2 * 3 3) B s * 8.%' = P93 (4)
avl avg 31}3

Sipu=p=1et g=0,lesquelles de ces affirmations sont-elles correctes?
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1. v(zy,x2,23) = (O, %,0), p(z1, 2, x3) = 22 satisfont (2)-(5).
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2. v(zy,x9,23) = ( 1 ,0,0), p(z1, 22, r3) = 1 satisfont (2)-(5).




Exercice 4.

Soient A, ;1 > 0 (coefficients de Lamé), f : R? — R3 € (C(R?))? (force) donnés et soit u : R3 — R3 €
(C%(R3))? (déformation). Le tenseur des contraintes est la matrice symétrique o € R3*3 définie par

Ou; | Ouj

oij = u(amj + a$i)+)\div(u)(5ij, i,j =1,2,3 (ici, §;5 = 1 sii = j, 0 sinon). Les équations de I’élasticité

linéaire sont données par :

Join Ooia 0oz B
81‘1 8.732 8:753 + fl N 07
OJog1  Oogy  Ooag B
aml 8.7:2 8:753 + f2 - 07
O0o31  Oozy  0Ooss B
85111 8%2 6x3 + f3 =0

Soient v, w € R3 et soit # = (21, 72, x3) € R3. Déterminez lesquelles de ces affirmations sont correctes.

1. Les équations (6)-(8) peuvent s’écrire pAu + (A + p) grad(div(u)) + f = 0.
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. Les équations (6)-(8) peuvent s’écrire prot(rot(u)) + (A + 2u) grad(div(u)) + f = 0.

3. 8i f =0, u(r) =v+wA x est solution de (6)-(8).

4. Si f =0, u(x) = (x2,0,0) est solution de (6)-(8).

5. 81 f =0, u(z) = (21, 22,0) est solution de (6)-(8).



