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Exercice 1 (Examen 2024).
Soit Ω =]0, 1[×]0, 1[. On cherche u : Ω→ R tel que:{

−∆u(x1, x2) + ∂u
∂x1

(x1, x2) = 1, (x1, x2) ∈ Ω,
u(x1, x2) = 0, (x1, x2) ∈ ∂Ω.

(1)

Soit

V =
{
v : Ω→ R,

∫∫
Ω
v2dx1dx2 < +∞,

∫∫
Ω
‖
−−→gradv‖2dx1dx2 < +∞, v = 0 sur ∂Ω

}
.

On a (plusieurs réponses possibles):

�
∫∫

Ω

(−−→gradu · −−→gradv − ∂u

∂x1
v

)
dx1dx2 =

∫∫
Ω
vdx1dx2, ∀v ∈ V.

�
∫∫

Ω

∂v

∂x1
vdx1dx2 = 0, ∀v ∈ V.

� Si u1 et u2 sont deux solutions de (1), alors
∫∫

Ω
‖
−−→grad(u1 − u2)‖2dx1dx2 = 0.

� La solution de (1), si elle existe, est unique.

�
∫∫

Ω
‖
−−→gradu‖2dx1dx2 =

∫∫
Ω
udx1dx2.

Exercice 2 (Examen 2024).
Soient ϕ1, . . . , ϕN ∈ V des fonctions linéairement indépendantes. La méthode de Galerkin correspon-
dant à (1) est équivalente à résoudre le système linéaire A~u = ~f , où ~u, ~f ∈ RN et A ∈ RN×N . On a
(plusieurs réponses possibles):

� Aij =
∫∫

Ω

(−−→gradϕi ·
−−→gradϕj + ∂ϕj

∂x1
ϕi

)
dx1dx2.

� Aij =
∫∫

Ω

(−−→gradϕi ·
−−→gradϕj −

∂ϕi

∂x1
ϕj

)
dx1dx2.

� fi =
∫∫

Ω
ϕi(x1, x2)dx1dx2.

� Aij =
∫∫

Ω

(−−→gradϕi ·
−−→gradϕj + ∂ϕi

∂x1
ϕj

)
dx1dx2.

� Aij =
∫∫

Ω

(−−→gradϕi ·
−−→gradϕj −

∂ϕj

∂x1
ϕi

)
dx1dx2.

Exercice 3.
Etant donné f : (0, 1)→ R, on cherche u : (0, 1)→ R tel que

− u′′(x) = f(x), 0 < x < 1,
u(0) = 0, u(1) = 0.

Expliciter la formulation variationnelle correspondante, la méthode de Galerkin (on notera VN =
vec(ϕ1, ..., ϕN ) et uN ∈ VN la solution), ainsi que le système linéaire obtenu. Dans le cas où ϕi(x) =
sin(iπx), i = 1, ..., N , montrer que la matrice A est diagonale de coefficient diagonal Aii = i2π2/2.
Dans le cas où f(x) = 1, expliciter uN (x). Comparer u(1/2) et u5(1/2).
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