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Attendez le début de 1’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-
verso, il contient 32 pages, les derniéres pouvant étre vides.

Ne pas dégrafer.

Il y a 14 points pour des questions a choix multiples et 17 points pour des questions ouvertes.

e Posez votre carte d’étudiant sur la table.

e Aucun document n’est autorisé.

o L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant 1’épreuve.
e Pour les questions & choix multiples, on comptera :

— +1/N point si vous cochez une réponse correcte, ot N est le nombre de réponses correctes;
— 0 point si vous ne cochez rien;
— —1/M point si vous cochez une réponse incorrecte, ot M est le nombre de réponses incorrectes.

e Deuxiéme partie : pour les questions ouvertes, le nombre de points maximum est noté au-dessus de
chaque question. Laissez les cases & cocher vides !

e Utilisez un stylo & encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc
si nécessaire.

e Si une question est erronée, ’enseignant se réserve le droit de ’annuler.

Respectez les consignes suivantes | Observe this guidelines | Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer | ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse | Correct an answer
Antwort auswéahlen NICHT Antwort auswahlen Antwort korrigieren

X vV & [] [ ]

ce qu'il ne faut PAS faire | what should NOT be done | was man NICHT tun sollte
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Premiére partie, questions & choix multiple

Pour chaque question marquer la/les case(s) correspondant & la/aux réponse(s) correcte(s) sans faire de
ratures.

Question 1 Soit ¥ = (0,1)? le carré unité. On note 9% le bord de X. Soit #(z1,x2) = (x1,22) pour tout
(x1,72) € R%. On a:
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Question 2 Pour r > 1, soit C,, = {z € C: |z| =, Im(z) > 0} le demi-cercle de rayon r. Soit encore
2k :exp{i (g + (k — 1)%)}, k=1,2,3,4. On a :

r de m
P =2 1
[T1+x4+/c/~ 1+4 mzzg?k1+z4’

ou

Dm:&
Dm:2.
Dm:4.
szl.

Question 3 On a

rd—1’

/ dz
C, 1+Z4

avec
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Question 4  Soit 7y le cercle de centre 0 et de rayon 1. On a / f(2)dz = 0 lorsque f est définie par :

L& = e
O /6) =

1
L7 = —
O re)=1

[ #(z) = log(= +2).
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Question 5 Soit 0 < r < R et soit I' la courbe simple, fermée et réguliére par morceaux définie par
I'=T1ullbul'sUTly, ou

I'i={zeR: r<z<R} I'y={2€C: |z| =R, Im(z) > 0}
I's={zxeR: —R<z < —r} I'y={z€C: |z| =7 Im(z) > 0}
On a
[] 1dz:
T2
1
|:| —dz = Rmi
Iy #
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Question 6  Soit 2 C R? un domaine régulier de normale extérieure unité 7 = (vy, v, v3), F: Q>R3¢
0
ClQ) et f:Q—ReCHN). On note 9; = Fe i=1,2,3. On a

€T

|:| /// ratﬁdxldxgdxg = // (T A ﬁ)ds
Q o0

[] /// 0; fdxydwodus = —/ frids, i =1,2,3.
Q (o9}

|:| /// r(_)'tﬁdxldasgdxg = /// (82F3 — 83F2,83F1 — 61F3,81F2 — 82F1)d$1d$2d$3.
Q Q
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Question 7 Soit Q = (0,1)3 le cube unité. On note 9N le bord de € et 7 la normale extérieure unité.
Soit #(z1, x2,73) = (1, T2, x3) pour tout (z1,z2,73) € R3. On a:

[] //8917-%5:2.
Y
[] .//mﬁﬁds:o.
O],

vds = 3.

-vds = 1.
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Question 8  Soit f(z) = —, 2#0. On pose z =z + iy, f(z) =u+iv. On a:
z

[]Si(z—a)?+(y—pB)%=a+B2pour a, €R,alors 1 — 2au + 28v = 0.
D Si ax + By = 0 pour «, f € R, alors au — v = 0.

2 2
DSioz:v—i—ﬂy:%poura,BERet’yeR*,alors (u—a) —I—(v—ﬁ> =
0

Y
Du: v v = Y

1,2+y2’ x2+y2'

o? + B?
v
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Question 9  Soit f(z) = sn;gz) On a:

[] Reso(f) = —1.

[ ] Reso(f) = 1.

[ ] Reso(f) = 0.
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Question 10 Soit k € CY(R3;R), T € C*(R%R f € C°(R3;R). On suppose que pour tout domaine
Q C R3 régulier, de bord 99 et de normale exterleure unité  on a

// —kVT -vds = // fdxidzodrs.
o0 Q

On en déduit que dans R3, on a :
[[] —kAT = f.
o*T  9°T  0°T
7]{: JRE— _— _ = .
O (G * 5 * ) =

0z3
[ ] —div(kVT) = f.

0 oT 0 oT 0 oT
O~ (o (5m) + 3 (55) + s (5 ) =+
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Question 11 Soit  =|0, 1[x]0,1[. On cherche u: Q — R tel que :

—Au(xy,x2) + ﬁ(951,302) =1 dans Q

811 (1)
u(xy,x2) =0 sur Of).

Soit

V= {v Q- R, // v?drydry < 00, // |[V|[? dzydes < 400, v =0 sur 69}.
Q Q

|:| / (Vu Vv—v) dxldeZ// vdridry Yv € V.
Q 01 Q

// —vdmldxg—o Yo e V.
o 011

|:| Si uy et ug sont deux solutions de (1), alors // [V (u1 — uz)||? doides = 0.

[ ] La solution de (1), si elle existe, est unique.

D // |Vul|? dzidzs = // u dridxs.
Q Q

Question 12 Soit @1, pa,...,pn € V des fonctions linéairement indépendantes. La méthode de Galerkin
correspondant & (1) est équivalente & résoudre le systéme linéaire Ad = f, ou i, f € RN et A € RV*N, On
a:

90
D Aij = // (Vi - Vo; + 78% i) dxidzy
Q €1
Op;
Q x1
D fi= // %‘(Ihl‘z) dz1dzs.
Q
i
Q €1
90
D Ay = // (Vg; - Vo; — a—%%) dzidxs
Q €1



Question 13

Question 14
On a:

ou

[1p=1
[Js=2
[]8=4
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Soit v le cercle de centre 0 et de rayon 1. On a :

/2“ do _/ dz
o 3—2cos6+sing ) (1—2i)

On admet que le polynome (1 — 2i)z2 + 6iz — 1 — 2i admet 2 — i et

/

+180/13/20+

224+ 6iz —1—2i’

dz T

(1—-2i)2+6iz—1—-2i B

1 .
comme racines.



([ N .
5@ +180/14/19+

Deuxiéme partie, questions ouvertes

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases a cocher : elles sont réservées au

correcteur.

Question 15: Cette question est notée sur 2 points.
(o [ 1l e [ 1o[ 1:

Soit a,b > 0 donnés et
Y= {(xl,xg,mg) eR? :

Calculer Daire de X.
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Question 16: Cette question est notée sur 5 points.
[ ol Jsl R [ Tsl Jo Tl s Js[ Ja[ Js[ Js

Vérifier le théoréme de Stokes pour

Y= {(z1,22,73) €R® : 2? + 234+ 23 =1, 23 >0}

ﬁ(wl, Ty, x3) = (211 — X9, —ToT3, —T3T3).
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Question 17: Cette question est notée sur 5 points.
[ ol Jsl R [ Tsl Jo Tl s Js[ Ja[ Js[ Js

Soit D C R? un ouvert borné et simplement connexe, ¢ : D — R? € C1(D) telle que p(x1,z2) > 0 pour
tout (z1,72) € D, Q = {(x1,79,23) ER®: (21,22) € D, 0 < 23 < ¢(x1,72)} et ¥ = (v, vs,v3) la normale
extérieure unité & 02. On notera 92 = D U X1 U Xg, ot 3 = 0 sur Xs.

(a) Sur un dessin, représenter Q, 31, Y5 et 7.

(b) Montrer que

// A %dwldmdmg = //D (f(x1, 22, p(x1,22)) — f(x1,22,0)) dr1das.

// ﬁclxldxgdxg = // fusds.
o Oz f5l9)

(c) En déduire que
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Question 18: Cette question est notée sur 5 points.
[ ol Jsl R [ Tsl Jo Tl s Js[ Ja[ Js[ Js

Soit f : C — C définie par f(z) = z2. Pour z = = + iy, on note f(z) = ¢(z,y) + i(z,y), oi ¢,v : R? — R.
(a) Montrer que

e f est holomorphe dans C,
e Ap =0,
o V¢ -V =0.

(b) On pose @ = V¢ = (u,v). Représenter dans D = {(z,y) € R?%; y >0}

o les lignes ¢ = cste, ¥ = cste,

e le champ 4.
(c) Expliciter les trajectoires, i.e. les lignes :(t) et y(t) telles que z'(t) = u(x(t), y(t)) et y'(t) = v(x(t), y(t)).
(d) Montrer que si 2(0) > 0 et y(0) = 0, alors

lim x(t) = +00 et y(t) =0.

t—o0
(e) Montrer que si z(0) =0 et y(0) > 0, alors

z(t)=0 et lim y(t) =0.

t—o00
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