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� ���� ��� ��������� � ����� ���������� �� �������� �

� +1/N ����� �� ���� ������ ��� ������� ��������� �� N ��� �� ������ �� �������� ����������
� 0 ����� �� ���� �� ������ �����
� −1/M ����� �� ���� ������ ��� ������� ����������� �� M ��� �� ������ �� �������� ������������
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���� ������ �������� ������� ������ ������� ������������� � ������ ���������� ����������� ���� ����� ��

��������

�������� � ���� Σ = (0, 1)2 �� ����� ������ �� ���� ∂Σ �� ���� �� Σ� ���� v⃗(x1, x2) = (x1, x2) ���� ����

(x1, x2) ∈ R2� �� � �
Z

∂Σ

v⃗ · dℓ⃗ = 0�

Z

∂Σ

v⃗ · dℓ⃗ = 2�

Z

∂Σ

v⃗ · dℓ⃗ = 3�

Z

∂Σ

v⃗ · dℓ⃗ = 1�
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�������� � ���� r > 1� ���� Cr = {z ∈ C : |z| = r, ��(z) ≥ 0} �� ����������� �� ����� r� ���� ������

zk = exp
n
i
�π
4
+ (k − 1)

π

2

�o
� k = 1, 2, 3, 4� �� � �

Z r

−r

dx

1 + x4
+

Z

Cr

dz

1 + z4
= 2πi

mX

k=1

lim
z→zk

z − zk
1 + z4

,

��

m = 3�

m = 2�

m = 4�

m = 1�

�������� � �� � ����
Z

Cr

dz

1 + z4

���� ≤ C
r

r4 − 1
,

����

C = π�

C =
π

2
�

C = 1�
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�������� � ���� γ �� ������ �� ������ 0 �� �� ����� 1� �� �

Z

γ

f(z)dz = 0 ������� f ��� ������ ��� �

f(z) =
1

(z + 2)2
�

f(z) =
1

z2
�

f(z) =
1

z + 2
�

f(z) =
1

z
�

f(z) = log(z + 2)�
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�������� � ���� 0 < r < R �� ���� Γ �� ������ ������� ������ �� ��������� ��� �������� ������ ���

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4� ��

Γ1 = {x ∈ R : r ≤ x ≤ R} Γ2 = {z ∈ C : |z| = R, ��(z) ≥ 0}
Γ3 = {x ∈ R : −R ≤ x ≤ −r} Γ4 = {z ∈ C : |z| = r, ��(z) ≥ 0}
.

�� � �
Z

Γ

1

z
dz = 0�

Z

Γ2

1

z
dz = Rπi�

Z

Γ1

1

z
dz = log

�
R

r

�
�
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�������� � ���� Ω ⊂ R3 �� ������� �������� �� ������� ���������� ����� ν⃗ = (ν1, ν2, ν3)� F⃗ : Ω → R3 ∈
C1(Ω) �� f : Ω → R ∈ C1(Ω)� �� ���� ∂i =

∂

∂xi
� i = 1, 2, 3� �� �

ZZZ

Ω

�⃗��F⃗ dx1dx2dx3 =

ZZ

∂Ω

(ν⃗ ∧ F⃗ )ds�

ZZZ

Ω

∂ifdx1dx2dx3 = −
ZZ

∂Ω

fνids� i = 1, 2, 3�

ZZZ

Ω

�⃗��F⃗ dx1dx2dx3 =

ZZZ

Ω

(∂2F3 − ∂3F2, ∂3F1 − ∂1F3, ∂1F2 − ∂2F1)dx1dx2dx3�
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�������� � ���� Ω = (0, 1)3 �� ���� ������ �� ���� ∂Ω �� ���� �� Ω �� ν⃗ �� ������� ���������� ������

���� v⃗(x1, x2, x3) = (x1, x2, x3) ���� ���� (x1, x2, x3) ∈ R3� �� � �
ZZ

∂Ω

v⃗ · ν⃗ds = 2�

ZZ

∂Ω

v⃗ · ν⃗ds = 3�

ZZ

∂Ω

v⃗ · ν⃗ds = 0�

ZZ

∂Ω

v⃗ · ν⃗ds = 1�
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�������� � ���� f(z) =

1

z
� z ̸= 0� �� ���� z = x+ iy� f(z) = u+ iv� �� � �

�� (x− α)2 + (y − β)2 = α2 + β2 ���� α,β ∈ R� ����� 1− 2αu+ 2βv = 0�

�� αx+ βy = 0 ���� α,β ∈ R� ����� αu− βv = 0�

�� αx+ βy =
γ

2
���� α,β ∈ R �� γ ∈ R∗� �����

�
u− α

γ

�2

+

�
v − β

γ

�2

=
α2 + β2

γ2
�

u =
x

x2 + y2
� v =

y

x2 + y2
�
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y
�������� � ���� f(z) =

sin(z)

z3
� �� � �

���0(f) = −1�

���0(f) = 1�

���0(f) = 0�
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�������� �� ���� k ∈ C1(R3;R)� T ∈ C2(R3;R)� f ∈ C0(R3;R)� �� ������� ��� ���� ���� �������

Ω ⊂ R3 ��������� �� ���� ∂Ω �� �� ������� ���������� ����� ν⃗ �� �

ZZ

∂Ω

−k∇T · ν⃗ds =
ZZZ

Ω

fdx1dx2dx3.

�� �� ������ ��� ���� R3� �� � �

−k∆T = f �

−k

�
∂2T

∂x2
1

+
∂2T

∂x2
2

+
∂2T

∂x2
3

�
= f �

−���(k∇T ) = f �

−
�

∂

∂x1

�
k
∂T

∂x1

�
+

∂

∂x2

�
k
∂T

∂x2

�
+

∂

∂x3

�
k
∂T

∂x3

��
= f �
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�������� �� ���� Ω =]0, 1[×]0, 1[� �� ������� u : Ω → R ��� ��� �




−∆u(x1, x2) +

∂u

∂x1
(x1, x2) = 1 ���� Ω

u(x1, x2) = 0 ��� ∂Ω.
���

����

V =

�
v : Ω → R,

ZZ

Ω

v2dx1dx2 < +∞,

ZZ

Ω

||∇v||2 dx1dx2 < +∞, v = 0 ��� ∂Ω

�
.

�� � �
ZZ

Ω

�
∇u ·∇v − ∂u

∂x1
v

�
dx1dx2 =

ZZ

Ω

vdx1dx2 ∀v ∈ V �

ZZ

Ω

∂v

∂x1
v dx1dx2 = 0 ∀v ∈ V.

�� u1 �� u2 ���� ���� ��������� �� ���� �����

ZZ

Ω

||∇(u1 − u2)||2 dx1dx2 = 0.

�� �������� �� ���� �� ���� ������� ��� �������ZZ

Ω

||∇u||2 dx1dx2 =

ZZ

Ω

u dx1dx2.

�������� �� ���� φ1,φ2, . . . ,φN ∈ V ��� ��������� ������������ �������������� �� ������� �� ��������

������������� � ��� ��� ����������� � �������� �� ������� �������� Au⃗ = f⃗ � �� u⃗, f⃗ ∈ RN �� A ∈ RN×N � ��

� �

Aij =

ZZ

Ω

(∇φi ·∇φj +
∂φj

∂x1
φi) dx1dx2

Aij =

ZZ

Ω

(∇φi ·∇φj −
∂φi

∂x1
φj) dx1dx2

fi =

ZZ

Ω

φi(x1, x2) dx1dx2�

Aij =

ZZ

Ω

(∇φi ·∇φj +
∂φi

∂x1
φj) dx1dx2

Aij =

ZZ

Ω

(∇φi ·∇φj −
∂φj

∂x1
φi) dx1dx2
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�������� �� ���� γ �� ������ �� ������ 0 �� �� ����� 1� �� � �

Z 2π

0

dθ

3− 2 cos θ + sin θ
= α

Z

γ

dz

(1− 2i)z2 + 6iz − 1− 2i
,

��

α = 1�

α = 4�

α = 2�

�������� �� �� ����� ��� �� �������� (1− 2i)z2 + 6iz − 1− 2i ����� 2− i ��
2− i

5
����� ��������

�� � � Z

γ

dz

(1− 2i)z2 + 6iz − 1− 2i
=

π

β
,

��

β = 1�

β = 2�

β = 4�
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�������� ���� �������� ������ ����� ������� ���� ���� ������������� ��������� ������ ��� ������ �� �����

������������ ������� ������ ���� ����� �������� ������� ������ ��� ����� � ������ � ����� ���� ��������� ��

�����������

�������� ��� ����� �������� ��� ����� ��� � �������

� �� � �� �

���� a, b > 0 ������ ��

Σ =

�
(x1, x2, x3) ∈ R3 :

x2
1

a2
+

x2
2

b2
≤ 1, x3 = 0

�
.

�������� ������ �� Σ�
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�������� ��� ����� �������� ��� ����� ��� � �������

� �� � �� � �� � �� � �� �

������� �� �������� �� ������ ����

Σ = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, x3 ≥ 0}

F⃗ (x1, x2, x3) = (2x1 − x2,−x2x
2
3,−x2

2x3).
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�������� ��� ����� �������� ��� ����� ��� � �������

� �� � �� � �� � �� � �� �

���� D ⊂ R2 �� ������ ����� �� ���������� �������� φ : D → R2 ∈ C1(D) ����� ��� φ(x1, x2) > 0 ����

���� (x1, x2) ∈ D� Ω = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : (x1, x2) ∈ D, 0 < x3 < φ(x1, x2)} �� ν⃗ = (ν1, ν2, ν3) �� �������

���������� ����� � ∂Ω� �� ������ ∂Ω = D ∪ Σ1 ∪ Σ2� �� ν3 = 0 ��� Σ2�

��� ��� �� ������� ����������� Ω,Σ1,Σ2 �� ν⃗�

��� ������� ���

ZZZ

Ω

∂f

∂x3
dx1dx2dx3 =

ZZ

D

(f(x1, x2,φ(x1, x2))− f(x1, x2, 0)) dx1dx2.

��� �� ������� ��� ZZZ

Ω

∂f

∂x3
dx1dx2dx3 =

ZZ

∂Ω

fν3ds.
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�������� ��� ����� �������� ��� ����� ��� � �������

� �� � �� � �� � �� � �� �

���� f : C → C ������ ��� f(z) = z2� ���� z = x+ iy� �� ���� f(z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y)� �� ϕ,ψ : R2 → R�

��� ������� ���

� f ��� ���������� ���� C�

� ∆ϕ = 0�

� ∇ϕ ·∇ψ = 0�

��� �� ���� u⃗ = ∇ϕ = (u, v)� ����������� ���� D = {(x, y) ∈ R2; y ≥ 0}

� ��� ������ ϕ = cste� ψ = cste�

� �� ����� u⃗�

��� ���������� ��� ������������� ���� ��� ������ x(t) �� y(t) ������ ��� x′(t) = u(x(t), y(t)) �� y′(t) = v(x(t), y(t))�

��� ������� ��� �� x(0) > 0 �� y(0) = 0� �����

lim
t→∞

x(t) = +∞ �� y(t) = 0.

��� ������� ��� �� x(0) = 0 �� y(0) > 0� �����

x(t) = 0 �� lim
t→∞

y(t) = 0.
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