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Exercice 6.

f (n−1)(z0 + h)− f (n−1)(z0)
h

= (n− 1)!
2πi

∫
γ

(
f(z)

(z − (z0 + h))n −
f(z)

(z − z0)n
)

dz

h

= (n− 1)!
2πi

∫
γ

f(z)
h

(z − z0)n − (z − (z0 + h))n

(z − (z0 + h))n(z − z0)n dz

= (n− 1)!
2πi

∫
γ
f(z)h

h

(z − z0)n−1 + . . .+ (z − (z0 + h))n−1

(z − (z0 + h))n(z − z0)n dz,

où on a utilisé an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ . . .+ abn−2 + bn−1) pour la dernière égalité.
Ainsi,

lim
h→0

f (n−1)(z0 + h)− f (n−1)(z0)
h

= lim
h→0

(n− 1)!
2πi

∫
γ
f(z)(z − z0)n−1 + . . .+ (z − (z0 + h))n−1

(z − (z0 + h))n(z − z0)n dz

= n!
2πi

∫
γ

f(z)
(z − z0)n+1 dz.

Pour la dernière égalité, on a utilisé le fait que la fonction (z, h) 7→ (z − z0)n−1 + . . .+ (z − (z0 + h))n−1

(z − (z0 + h))n(z − z0)n
était continue, et donc uniformément continue sur un compact, ce qui nous permet de permuter limite
et intégrale.
Noter que, par le corollaire du théorème de Cauchy, le valeur de

n!
2πi

∫
γ

f(z)
(z − z0)n+1 dz

ne dépend pas du choix de la courbe γ. On conclut donc que, pour toute courbe simple fermée et
régulière γ ⊂ D, on a

f (n)(z0) = n!
2πi

∫
γ

f(z)
(z − z0)n+1 dz.

Exercice 7.
On montre par récurrence que

f (n)(z) = (−1)n−1(n− 1)!z−n ∀n ≥ 1.

Ainsi, pour tout z0 tel que BR(z0) ⊂ D et tout z ∈ BR(z0),

log(z) = log(z0) +
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
z−n0 (z − z0)n.
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