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Exercice 1.
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Exercice 2.
On a
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Exercice 3.
Il suffit d’appliquer le théoreme de la divergence sur le membre de gauche de I’équation donnée.
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Cette formule étant valable pour tout domaine €2, on en déduit directement que
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Les autres propositions sont fausses car k dépend de x1, z2, x3.
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Figure 1: Surface ¥ et orientation du bord 9.

Exercice 4.
On paramétrise 3 par

&(z1,23) = (21,0,23), (21,23) € [0,1]?,

ce qui donne un vecteur normal
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L’orientation du bord 9% est donné par la figure 1. On calcule d’abord
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D’autre part, 0¥ =11 Uy UT's UTy.

(t,0,0) qui va de (0,0,0) a (1,0,0) pour ¢t € [0,1]. On a alors

o Pour I'y, on pose ’_y’l(t_? = ,0)
Jo Fa(t,0,0)dt.

Fi(t) = (1,0,0) et [y, F-df

o Pour I'y, %5(t) = (1,0,t), avec ¢ € [0,1]. Ainsi [, F-dl = [y F3(1,0,¢)dt.
_>

On a bien vérifié que

Exercice 5.
Puisque f est continue en zp, on a que, pour tout € > 0, il existe d(e) > 0 tel que si |z — 2| < d(e)
alors |f(z) — f(20)| < e. En particulier, il existe ¢ tel que |f(2)| < |f(z0)| + 1 pour tout z tel que
|2 — 2] <.
Similairement, puisque g est continue en zp, on a que, pour tout € > 0, il existe y(e) > 0 tel que si



|z — 20| < 7(e) alors [g(z) — g(20)] < e.
Soit € > 0 fixé. On a

1£(2)9(2) = f(20)9(20)| = |£(2)(9(2) = 9(20)) + 9(20)(f(2) = f(20))]
< [f(2)llg(z) = g(z0)| + |g(20)I[f(2) = f(20)]

Puisque f, g sont continues en zg, il existe

o 01 >0 tel que si |z — zg| < 01, alors | f(2) — f(20)] <1, et donc |f(2)] < |f(z0)] + 1;

€
o 05> 0 tel 1]z = 20| <02, al a = 2g(o)] + 1
) el que si |z — 29| < o, alors |f(2) — f(20)] 2(g(z0)] + 1
€
o 03> 0 tel que si |z — 2| < J3, al B = 2 f(e0) [ +2
s el que si |z — 2| < 3, alors [g(z) — g(20)] 2|f(20)| +2

Posons § = min{d1, d2, d3}. Pour tout z tel que |z — 29| < J, on obtient

£ (2)g(2) — f(20)9(20)| < (|f(20)[ + 1)
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Exercice 6.

e Supposons tout d’abord que f = u + v est continue en zy = xy + iyo et montrons que u et v
sont continues en (zg, yp).
Soit € > 0. Puisque f est continue, Ve > 0 30 > 0 tel que |z — z0| < 0 = |f(2) — f(20)| < €. En
réécrivant z = x + iy, z0 = To + iyo et en notant que ||(z,y) — (zo,y0)|| = |z — 20/, on obtient,
V(z,y) : [[(z,y) — (zo, 30l <9,

[u(z, y) — ul(zo,y0)| < ulz, y) + w(x,y) — u(wo, yo) — iv(zo, yo)| = [f(2) — f(20)| <,
et donc u est continue. De la méme facon, on montre que v est continue.
o Supposons maintenant que u et v sont continues en (z,yp) et montrons que f est continue en

20 = xo + 1Yo-

Soit € > 0. Puisque u et v sont continues en (zg,yp), il existe 6 > 0 tel que

(2, y) — (zo, wo)|| <6 = |u(z,y) — ul(zo, yo)l; [v(z,y) — v(20, y0)| <

S0

Pour tout z tel que |z — 2| = |(x + iy) — (zo + iyo)| < I, on a alors:

£ (2) = f(20)| = IU(:v,y)Hv(l‘ y) — u(zo, yo) + v (2o, yo)|
(

= /(u(@,y) — ulz0,90))? + (v(z,y) — v(z0,0))?
€ €2
273

< €,

et donc f est continue.



Exercice 7.

fo UG+ h) = (F9)(z0) _ | (f9) (o + h) = f(zo + h)glz0) + £ (20 + Wg(z0) — (9)(20)

h—0 h h—0 h

h)— h) —
:}Li%f(zo%)g(zwr li g(ZO)-l-%i_r)% flzo + })L f(z0)

= f(20)9'(20) + f'(20)9(20)-

9(20)

(Notez qu’on a utilisé le fait que, puisque f est holomorphe en zy, elle est continue en z.)

Exercice 8.
c.f. livre.



