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Analyse 111 - PH Corrigé
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Exercice 1.
c.f. livre

Exercice 2.
c.f. livre

Exercice 3.
c.f. livre

Exercice 4.
On numérote les faces du parallélépipede de la facon suivante:
Y1 ={(21,b1,23) : a1 <w1 < ap, c1 <3< ok
) a1 <@y <ag, by <xp < bals
Y3 = {(w1,b2,23) : a1 < w1 <ap, c1 <w3 <ok
)

Yy i={(r1,22,c1) 1 ay < a1 <ag, by < a9 < bal;
Y5 :={(a1,22,23) : b1 < a9 <ba, 1 <3< ks
Y6 = {(ag, w2, 23) : by <ap < by, ¢y <3< o)

Czd de a2d af
///8:171 /c1 ﬂfs/bl SUz/a1 1?18731@17562,933)

) bo
:/ dw‘Q/b dxs (f(ag, x2,23) — f(a1, x2,x3)).
C1 1

D’autre part, v; = 0 sur Xy, 39, 23,24, 1 = —1 sur X5 et v = 1 sur Yg. Donc
// furds = // fds—/ fds.
15]9) 36 35
Paramétrisation de Yg:

o¢(u,v) = (ag,u, ?}) 61 <u<by, 1 <v <.

o6 dog Oog R
lors — A — 1 1) =(1 . (N la,v=—AN—) D
On a alors 5 A (% =(0,1,0)A(0,0,1) = (1,0,0). (Noter que dans ce cas la, v = 5 A 50 .) D’ou
bo )
/ fds:/ du/ dvf(ag,u,v).
Y6 b1 Cc1
Paramétrisation de Xs:
o5(u,v) = (a1,u,v), by <u<bg, c1 <v<eo.
dos 0 0
On a alors % A E = (0,1,0) A (0,0,1) = (1,0,0), et donc ? A % 1. (Noter que dans ce
dos  Oos
la,v=—7-—AN—) D
cas 1a, v = ———" A — .) D’ou

ba (&)
// fds:/ du/ dvf(ay,u,v).
Y5 b1 c1
Finalement, on conclut

// fulds—// fds—// fds

bo co
:/ du dvf(ag,u U)—/ du/ dvf(ay,u,v)
b1 c1

L




Exercice 5.
Méthode 1 : a ’aide du théoréme de la divergence
On commence par applique le théoréme de la divergence

J[[awF=[[ Fas=[[ F.5as
Q 00 o0
Le bord de €2 est donné par

0N =1 UXoUX3 U3y
—{x? + i+ ai=421>0,20>0,23 >0}
U{a? + 22+ 22 <421 =0,20 > 0,23 >0}
U{a? + 23+ 22 <4,21 > 0,20 = 0,23 > 0}
U{a? + 23+ 22 <4,21 > 0,20 > 0,23 =0}
Sur ¥, on utilise la paramétrisation (coordonnées sphériques)
d(p,0) = (2cosfsin p, 2sin O sin p, 2 cos ).
Les conditons sur x;, i = 1,2, 3 se traduisent en conditions sur 6, . Tout d’abord,
x3>0=cosp>0=pecl0,r/2],
ainsi sin ¢ > 0 et on obtient

x1 > 0= cost >0
9 >0=sin6 >0

} =0¢c0,7/2].

La normale & Y1 est donnée par
0d 0c
N (p,0) =— N —

=(2cos 8 cos ¢, 2sin f cos p, —2sin ) A (—2sin 6 sin ¢, 2 cos 6 sin ¢, 0)
=2sin (2 cos f sin p, 2 sin O sin p, 2 cos )
=2sin pd(p, ).

De plus, F(G(¢,0)) = 165(p,0). On a alors

L= w/2 /2 . ) .
// F-ds :/ dﬁ/ de 165 (¢, 0) - 2sin pd (e, 6)
DN 0 0
=2x 16 x4 x g[— coscp]g/2 = 647.

Sur Y9, la normale vaut s = (—1,0,0) (un schéma peut vous aider). Ainsi, comme F(Z)
F(Z) - o = —|Z|*z1 = 0 car 21 = 0 sur Xp. Le méme raisonnement sur 3 et ¥4 donne

- =
// F-ds =0,
YoUX3Uy

// div F = 64r.
Q

ce qui permet de conclure que

Méthode 2 : Calcul direct
Apres calcul, on trouve

div F(zy, x9, 23) = 7(2? 4 23 + 22)?

On évalue directement l'intégrale en coordonnées sphériques.

. w/2 w/2 2
// div Fdzidzedrs = / de/ sin @d(p/ 7rt x r2dr = 64r.
Q 0 0 0

=r/2 =1 [r7]2=128




