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Exercice 1.

1. Casoul = {(z,y,2) eR3: 22 + 92 =1,2=10, y > 0}:

Paramétrisation de IT" :

() = (cos(t),sin(t),O) , t € [0,7]. Donc [|¥/(¢)|] = 1.

o /0 p (Cos(t),sin(t),O) dt _ % (0’270) |

/pdt
0

2. Casoul'=T,UTl'yUT,:

On parametre I', par v, donnée par:

Ya(t) = OP, +tP, Py, t€0,1]. Donc :

Yalt) = (0,1,0) + ¢ (0,=1,1) = (0,1 = #,¢), ¢ € [0,1], 7,(t) = (0,~1,1), |ha(®)l| = V2.

On parametre I'y par v, donnée par:

W(t) = O_PZ +(t — 1)1?2, t € [1,2]. Donc :

w(t) = (0,0, 1) +(t—1) (1,0,—1) - (t ~1,0,2 —t)  te (L2, 7@
On parametre I', par v, donnée par:

— -
Ye(t) = OP. + (t — 2)P.P,, t€[2,3]. Donc :

(L,0,-1), [l ()l = V2.

Ye(t) = (1,0,0) + (t = 2) (=1,1,0) = (3 - t,t = 2,0), ¢ € [2,3], 7/(t) = (=1,1,0), [h(B)]| = V2



Finalement
Ol @)l
/0 PO (1)
1 2 3
[} oou @@+ [ @Il + [ ool
[ oCaolidr+ [ ol + [ pteeliniolie
0 1 2
1 2 3
/Opa<0,1—t,t)\/§dt+/1 pb(t—1,0,2—t)\/§dt+/2 pc(3—t,t—2,o)\/§dt
- 1 2 3
/Opa\/idtJr/l pb\@dt+/2 peV/2dt
“ (OB (b0 s) +a (340))

Pb + Pey Pa + Pe; Pa + Pb)

s b

2(pa + po + pe) (
On vérifie alors facilement que, si O? = (a, I6] ,’y),
a+pB+v=1, 0<a, B,v<1,

i.e. le point C se trouve a l'intérieur du triangle.
Si pg = pp = pe, alors le point C' = % (1, 1, 1) est le barycentre de ce triangle.

Exercice 2.

1. En utilisant les définition du vecteur tangent et du vecteur courbure, on obtient :

1 / /
M= Ve e O
1
T'(t) = (@) (' (1) — " () )y (&), y" (t) (2 ())? — 2" (t)2' (t)y/ (¢t
(t) ((x’(t))2+(y’(t))2)§( (' (1)" —y (D) )y (), y" () (2'(£)) (t)z'(t)y/ (1))
1 1 / ! / / ! / / /
K(t) = (@) + (y,(t))2)2( (Y (1) =" (2 (DY (£), " (1) (2 (£))* — 2" (H)2' (1)y (¢))
K@) = ! \/((f'«“’(t))2 + (' ()2 (2" ()Y (1) — y"(t)2'(t))?

2. Une paramétrisation du cercle centré en 0 et de rayon R est donnée par y(t) = (R cos(t), Rsin(t)),
t € [0,27). En utilisant 1., on a donc :

R?| — cos®(t) —sin?(t)] 1

IIK@®)|| = B+ o)l

[SI3Y

3. Pour lellipse, on utilise la paramétrisation ~y(t) = (acost,bsint), pour ¢t € [0,27). On a alors

2'(t)

= —asint, 2”(t) = —acost,
y'(t) =bcost, y'(t) = —bsint.

Ainsi,

lz” (t)y' (t) — " ()2’ (t)| = | — abcos® t — absin® t| = ab,



2 (t)? + o/ (t)? =a®sin?t 4 b? cos® t

=a? + (b? — a?) cos’ t.

on obtient alors :

ab

K@)l =
1K (@)]] @ (0% a?) o2 )32

et I'on retrouve le cas du cercle pour a = b = R.
Pour I’hyperbole, on choisit comme paramétrisation v(¢) = (acosht,bsinht), avec t € R. On a
donc

2’ = asinht, 2" =acosht,
y' = bcosht, %" = bsinht.

On a directement

K @®)]] = |2y’ —y"2’|  |abcosh®t — absinh?¢| ab

(z2 +y2)3/2 " (a2sinh®t 4 b2 cosh?t)3/2  (a2sinh?t + b2 cosh? £)3/2

Exercice 3.
c.f. livre.

Exercice 4.
c.f. livre.

Exercice 5.
Gréce a la formule donnée, on peut écrire

l— , , — - L=
pigrad(v - ) + gradp + pgées = pv A rotd

— (1 , L=
grad §pv U+ p -+ pgxs | = pv Arotu.
On intégre maintenant le terme de droite le long de la ligne de courant I':

/(pm rotd) - dl = /(pm rold) - 7 (H)dt — /(,017/\ rold) - o~ L(H)idt = 0.,
Iy Iy I

En effet, pour tout vecteur @, on a (0 A @) - ¥ = 0. L’intégration du membre de gauche le long d’une
ligne de courant donne le théoréeme de Bernouilli.



