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Exercice 1.

—_— — 0
O // (gradu - gradv — uv) dzidzy = // vdridrs, Yv e V.
Q O0xq Q

FAUX Il y a un probléme de signe. La technique classique est de multiplier I’équation aux dérivées
partielles (EDP) par v € V| puis d’intégrer par parties le terme au Laplacien.

/ / —Auv = / / gradu - gradv — gradu - vv = / / gradu - gradw,
Q Q o0 Q

car v = 0 sur 0f). On obtient alors

//Q (gradu mlw- 81U> = //Q v. (1)

X // ﬁvdxldxg =0, YweV.
o 01

VRAI On remarque que

v 9
873:11)_67301(0)’

on a alors

// 91 // 31;1 _/ dzs dxlil v?) :/Oldm(vz(laﬂﬁz)—vz(O,xz)) =0,

car v = 0 sur 0.

X Siwuq et ug sont deux solutions du probléme, alors // ngaé(ul — uz)||2dx1dx2 = 0.
Q
VRAI On pose w = u; — ug. w est solution du probléme

—Aw + g—z =0, dans €,
w =0, sur 0f2.

On multiplie I’EDP par w et on intégres par parties pour obtenir

// (gr?iw-gr?i)w—i-aww) =0,
Q 0z

—
/[ lzadul* o0
Q

en utilisant le résultat de la question précédente.

soit

X La solution du probleme, si elle existe, est unique.

VRAI D’apres la question précédente, gﬂiw = 0 dans  (on rappelle les arguments dans la série 3 : si
¢ est une fonction telle que ¢ > 0 sur Q et [f, ¢ =0, alors ¢ = 0 sur Q). Ainsi w est constante
sur €2, et comme w = 0 sur 92, on a w = 0 sur 2. Ainsi si u; et uy sont deux solutions, elles
sont identiques, ce qui prouve 'unicité de la solution.



X // ||gradu||2dx1d:r2:// udzidzs.
Q Q

VRALI 1l suffit de remplacer v par v dans (1), puis d’utiliser le résultat de la question 2.

Exercice 2.
On pose v = ; et u = Z;V:l ujp;. On injecte dans la forme faible (1) pour obtenir

N N
— — 0
// grad Zu]mpj - gradep; + e Zujgoj w; | = / ;.
Q = 1\ Q
On factorise la somme pour obtenir
N
> Agu; = fi,
j=1

ou

Am‘:// (@s@z-ﬁsog‘Jra%«pi) et fi:// P
Q O0xy Q

On remarque qu’une intégration par parties donne

Ip;
// 3$i¢ - // (’DJaxl +/ dwa(pi(1, z2)90j(1 z2) — i(0, 332)8% (0,22)) // (p]axl

En effet, les fonctions de base sont dans V', donc elles s’annulent au bord. On peut donc aussi bien

écrire
Aij = / / (gra§¢i -grady; — %sﬁj) :
0 0z
Conclusion :

N 9o
X A = // (grad% - gradep; + %%> dzidzs.
Q 8%‘1
X A= // (gfad%‘ -gradp; — a%@j) dzqdzs.
Q 8x1
|E fz = \//Q goi(acl,xg)dxldxg.
O A= // (gradcpz‘ - gradep; + g%%) dzdzs.
Q T1

O A= //Q (gradcpi : gr?lcpj - g;pf@i) dzydas.

Exercice 3.

On procede comme dans le cours. On multiplie —u”(z) = f(z) par v(x) et on intégre entre 0 et 1,
puis on intégre par parties et on choisit v telle que v(0) = v(1) = 0. La formulation variationnelle
consiste donc a chercher u € V' tel que

1 1
/0 u'(x)v'(z) de = /0 f(z)v(x)dx Yv eV,

V= {v:(0,1) —>R/ da:<—|—oo/ )2de < 400, v(0) = v(1) = 0.



La méthode de Galerkin consiste a chercher uy € Vi tel que

1 1
/ Uy () (7) do = / f(@)on(z) dz Yoy € V.
0 0

On pose uy(z) = Zé-v:l Ujpj(x) et on choisit vy(z) = ¢;(z), ¢ = 1,...,N. On obtient le systeme
linéaire AU = F , ou U est le vecteur de coordonnées U, ...,Un, A € RVXN e F € RY sont définis
par:

1 1
Ajj = / (p;(x)gog(x) de, i,7=1,..,N, F; :/ f@)pide, i=1,...,N.
0 0
Si @;(x) = sin(imz) on obtient

1 1 1 1
Ay = / sin?(irx)de = 5/ (cos®(imz) + sin? (imx))dx = 3
0 0

pour i =1,..N, et A;; =0 pour j #i. Si f(x) =1, alors u(x) = z(1 —x)/2, on a

1 1— (1) 2 1—(-1)
FZ-:/ sin(im;)dwz#, Ui:,—#,
0

(x 7

et donc N
21— (-1
un(z) = ; 2 sin(imz).

Finalement u(1/2) = 1/8 = 0.125 et us(1/2) = 4/73(1 — 1/33 +1/53) ~ 0.1253.



