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Exercice 1.
Comme zj est repsectivement un zéro d’ordre k et [ de p et g, on peut écrire

p(z) = (2 = 2)"P(2),  a(z) = (2 — 20)'Q(2),

avec P, @ des fonctions holomorphes telles que P(zp), Q(20) # 0. Ainsi, en posant F'(z) = P(z)/Q(z),
on a que F' est holomorphe en 2y, F(zp) # 0 et

f(2) = (z = 20)"'F(2).

1. Si k > I, alors la fonction z + (2 — 29)*~ est holomorph. La fonction f est donc le produit de

deux fonctions holomorphes en zy. Par conséquente, zy est un point régulier de f.

2. Sil >k, alors
F(2)(z = 20)'7F = F(2),

qui est holomorphe et ne s’annule pas en zy. Par conséquent, zg est un pole dordre [ — k de f.

Exercice 2.
Par D'exercice 1., zg est un pole d’ordre 1 de f. Le résidu est donc donné par

Rés,, (f) = lim (z — 20) f(2)
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c.f. livre.
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c.f. livre.
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c.f. livre.
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c.f. livre.

Exercice 7.
c.f. livre.

Exercice 8.
On commence par chercher les poles de f(z) = (22 — a® — ie)~!. On introduit b € C tel que

22 —a?—ie=22-0"=(2—-b)(2+D).

On peut calculer explicitement b, mais pour cet exercice, on se contentera de son comportement quand
€ — 0. On trouve aisément un développement limité de b & I'ordre 1 en e:

b:a+%+o(5).
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Figure 1: Le lacet utilisé pour le théoréme des résidus.

Le choix du signe de b est arbitraire. Soit R > |b|, on introduit le lacet v indiqué sur la figure 1.
L’indice de ce lacet est 1, et le théoréme de résidus donne

/ F(2)dz = 2inRésy(f).
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D’une part,
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D’autre part,

/ dz—/f ot | f(z)de

ouCr ={z€C,lz|] = R,Im(z) > 0} = {yr(),0 <t < 7T} est 'arc de cercle, de paramétrisation
vr(t) = Re®. On écrit alors
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ce qui donne
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On peut ainsi borner l'intégrale sur I’arc de cercle pour montrer que sa limite est nulle pour R — co.
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Ainsi,
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lim / f(z)dx = 2inRésp(f) = —
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Comme b — a quand € — 0, on conclut
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