DETAILS DE PARTIE (2) DANS LA PREUVE DU THEOREME FONDAMENTAL DE
L’ALGEBRE

Soit p(z) = Z?:o a;z’ un polynéme avec n > 0, a,, # 0, et coéfficients complexes. Supposons par absurde
qu’il existe z, € C avec

P(Z*) #0,
et

[p(2)] = min [p(z)].
On va montrer qu’il existe z € C avec

Ip(2)] < Ip(z4)l;
contredisant 'hypothese. Comme discuté en cours, en écrivant

J .
j J k_j—k
A=Y (1)t
k=0
et substituant dans I’expression pour p(z), on arrive ¢ une expansion

= Zbk(z — z)"

k=0
Si on substitute z = z., on trouve by = p(z.). Soit k' 'index minimal avec k' > 0 et by # 0. Comme
b, = a, # 0, il en existe toujours un tel index. Ecrivons

p(z) = p(z) + b (z — 2)F + Z br(z — 2,)"
k>E’
Si on pose z — z, = r(cos + isinf), on arrive &
b (2 — 2,)F = bpr¥ (cos(k'6) + i sin(k'0)).
On choisit 6 de telle maniére (pourquoi c’est possible?) que

by (cos(k; 0) +1i sm(k 0)) = p(2x)

b | rZEsh
Cette relation est bien-définie, parce que by # 0, p(z.) # 0 par hypothese. Il suit que
/ , p(z)
b (2 — 2) = —r¥ |bp| - .
p(z4)]
On obtient donc avec ce choix de 6 la relation
p(z) = p(zs) — Tk/|bk’ : + Z bi(z — z*
k>E’
() % Ip 2|
= [p(z4)[ = 7" |bir| bi(z — 2z.)*
TERk P

Si on choisit

. _ by Zx 1
O<r<m1n{1,(Z|ka 1|;|7(|pl() )|)’“’},
et |br |

lp(z)]y &

pourvu que k' <net 0 <r < ( o) |) si k' = n, on arrive a

[y |

2
1

p(2)] < lp(z:)| = fow| +

1 .
= [p(z)| = 57" b | < [p(2:)],
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ce qui est la contradiction désirée.



