
ANALYSE III AVANCÉE, SÉRIE 18

(1) Calculer (avec a > 0)∫ ∞
0

√
x

x2 + a2
dx,

∫ ∞
0

√
x

(x2 + a2)2
dx

(2) Soit f ∈ C0
c (R) une fonction continue de support compacte sur

R. Montrer que la transformée de Fourier

f̂(ξ)

peut être prolongée à une fonction entière f̂(z). En déduire que

f̂ ne peut pas avoir support compacte en R.
(3) Soit f ∈ C0(R) une fonction qui satisfait |f(x)| ≤ e−a|x| pour un

a > 0. Montrer que f̂(ξ) peut alors être prolongée de manière
holomorphe à la bande

=z ∈ (−a, a)

En utilisant la relation

f(x) =

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)eixξ dξ,

Montrer que si f̂ est holomorphe dans la bande =z ∈ (−a, a)
et continue dans l’adhérence de cette bande, a > 0, et satisfait
lim|ξ|→+∞ ξ

2 maxb∈[−a,a] |f̂(ξ + ib)| = 0, alors

|f(x)| ≤ Ce−a|x|

pour une constante adéquate C.
(4) Montrer que si

lim
x→∞

θ(x)

x
= 1,

où θ(x) =
∑

p<x, p nombre premier log p, alors on a

lim
x→∞

π(x) log x

x
= 1,

où π(x) =
∣∣{p < x, p nombre premier}

∣∣.
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