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Scalaires et vecteurs
Certaines quantités mesurables ne comportent qu’une grandeur et sont entièrement définies par un 
nombre avec ou sans l’unité de mesure appropriée (température, volume, masse, potentiel 
électrique, etc…). Ces quantités s’appellent scalaires. 

Un vecteur est un segment de droite orienté possédant les caractéristiques suivantes. 

1. Une origine : point de départ du segment. 

2. Une extrémité : point d’arrivée du segment, où nous trouvons une pointe de flèche. 

3. Une direction : donnée par une droite supportant le segment. 

4. Un sens : de l’origine vers l’extrémité. 

5. Une norme : distance entre l’origine et l’extrémité du segment. 

Notations : 

❖ On note généralement un vecteur par une seule lettre surmontée d’une flèche (𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤) ou encore par 

deux lettres majuscules surmontées d’une flèche (𝐴𝐵, 𝑋𝑌, 𝑂𝐷). Dans ce dernier cas, la première lettre 
représente l’origine et la seconde l’extrémité. 

❖ Le vecteur nul, noté 0, est le vecteur dont l’origine et l’extrémité coïncident.

❖ La norme du vecteur 𝑢 est notée ∥ 𝑢 ∥. Si∥ 𝑢 ∥= 1 le vecteur 𝑢 est appelé vecteur unitaire. 



Addition vectorielle 
L’addition des vecteurs 𝑢 et Ԧ𝑣 donne un vecteur appelé vecteur résultant ou résultante. 

Ce vecteur est obtenu en utilisant une des deux méthodes suivantes. 

Méthode du parallélogramme

❖ Faire coïncider les origines des deux vecteurs 
en un point et compléter le parallélogramme 
engendré par les deux vecteurs. 

❖ Tracer la diagonale reliant 𝑂 au sommet 

opposé 𝑆 du parallélogramme. 

Méthode du triangle

❖ Faire coïncider l’origine de Ԧ𝑣 avec 
l’extrémité de 𝑢. 

❖ Compléter le triangle engendré par les 
deux vecteurs. 

𝑢 + Ԧ𝑣 = 𝑂𝑆𝑢 + Ԧ𝑣 = 𝑂𝑆



Propriétés de l’addition de vecteurs

Si 𝑢,  Ԧ𝑣 et 𝑤 sont des vecteurs, alors : 

Relation de Chasles :

Si 𝐴, 𝐵 et 𝐶 désignent trois points, alors 

𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 = 𝐴𝐶

Conséquences :

1. 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 + ⋯ + 𝑄𝑅 = 𝐴𝑅

2. 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 = 0

3. 𝐴𝐵 = −𝐵𝐴 Michel Chasles
1793 - 1880

1. fermeture :   𝑢 + Ԧ𝑣 est un vecteur 

2. commutativité :  𝑢 + Ԧ𝑣 = Ԧ𝑣 + 𝑢

3. Associativité :  (𝑢 + Ԧ𝑣) + Ԧ𝑣 = 𝑢 + ( Ԧ𝑣 + 𝑤)

4. Élément neutre :    𝑢 + 0 = 0 + 𝑢 = 𝑢



Multiplication par un scalaire
Le résultat de la multiplication d’un vecteur Ԧ𝑣 par un scalaire 𝜆 ∈ ℝ, est le vecteur, noté 𝜆 Ԧ𝑣, ayant 

les caractéristiques suivantes : 

❖ lorsque Ԧ𝑣 ≠ 0 et 𝜆 ≠ 0, 

a) la direction de 𝝀𝒗 est la même que celle de Ԧ𝑣; 

b) le sens de 𝝀𝒗 est le même que celui de Ԧ𝑣 lorsque 𝝀 > 𝟎 et 
le sens de 𝝀𝒗 est l’opposé de celui de Ԧ𝑣 lorsque 𝜆 < 0 ; 

c) ∥ 𝜆 Ԧ𝑣 ∥= |𝜆| ∥ Ԧ𝑣 ∥ ;

❖ lorsque Ԧ𝑣 = 0 ou  𝜆 = 0,  alors 𝜆 Ԧ𝑣 = 0
Ԧ

Les espaces euclidiens ℝ𝑛, munis de l’addition vectorielle et de la multiplication d’un vecteur par un 

scalaire, ont une structure d’espaces vectoriels réels.



Propriétés de la multiplication 
d’un vecteur par un scalaire

Soient 𝑢 et Ԧ𝑣 deux vecteurs, et 𝑎 et 𝑏 des scalaires alors : 

1. 1𝑢 = 𝑢

2. 𝑎0 = 0

3. (𝑎𝑏)𝑢 = 𝑎(𝑏𝑢)

4. (𝑎 + 𝑏)𝑢 = 𝑎𝑢 + 𝑏𝑢

5. 𝑎(𝑢 + Ԧ𝑣) = 𝑎𝑢 + 𝑎 Ԧ𝑣

6. Si 𝑢 ≠ 0 alors           est unitaire

❖ Soient 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘 une famille de vecteurs. Nous dirons qu'un vecteur Ԧ𝑣 est une

combinaison linéaire des 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘 s'il existe des scalaires 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑘 tels que

❖ 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘 est appelée une famille génératrice si tout vecteur de ℝ𝑛 peut se représenter

comme combinaison linéaire de 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘.

𝑢

𝑢

Ԧ𝑣 = ∑
𝑖=1

𝑘

𝛼𝑖𝑣𝑖



Base de l'espace euclidien ℝ𝑛

• Les vecteurs 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘 sont linéairement dépendants s’il existe des scalaires 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑘 non tous
nuls tels que

Ceci signifie que l’un des vecteurs au moins peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres
vecteurs.

• Les vecteurs 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘 sont linéairement indépendants si la seule manière d’obtenir 0 comme

combinaison linéaire des 𝑣𝑖 est d'imposer à̀ tous les coefficients d’être nuls :

Ceci signifie que la seule combinaison linéaire qui donne le vecteur nul est celle dont tous les coefficients 

sont nuls. Aucun des vecteurs 𝒗𝒊 ne peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres 𝒗𝒋

• Une base de l’espace euclidien ℝ𝒏 est une famille 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 qui est 

1. Une famille génératrice de ℝ𝑛

2. Une famille de vecteurs linéairement indépendants

∑
𝑖=1

𝑘

𝛼𝑖𝑣𝑖 = 0

∑
𝑖=1

𝑘

𝛼𝑖𝑣𝑖 = 0 ⟺ 𝛼1= 𝛼2 = ⋯ 𝛼𝑘 = 0



Bases des espaces ℝ2 et ℝ3

❖ Deux vecteurs 𝑢 et Ԧ𝑣 dans le plan sont colinéaires

s’il existe un nombre réel 𝜆 tel que 

Ԧ𝑣 = 𝜆𝑢.

❖ Remarques : 

a. Deux vecteurs dans le plan, colinéaires et non 
nuls ont la même direction.

b. Deux vecteurs dans le plan sont linéairement 
dépendant si et seulement s’ils sont colinéaires. 

c. Le vecteur nul est colinéaire à tout vecteur.

❖ Deux vecteurs 𝑒1 et 𝑒2 du plan ℝ2 qui ne sont pas 

colinéaires forment, dans cet ordre, une base de ℝ2. 

❖ Trois vecteurs 𝑢, Ԧ𝑣 et 𝑤 dans l’espace sont coplanaires

s’il existe deux nombres réels 𝜆1 et 𝜆2 tel que 

𝑤 = 𝜆1𝑢 + 𝜆2 Ԧ𝑣

❖ Remarques : 

a. Trois vecteurs dans l’espace, coplanaires et non nuls 
appartiennent au même plan ;

b. Trois vecteurs dans l’espace sont linéairement 
dépendant si et seulement s’ils sont coplanaires ;

c. Deux vecteurs dans l’espace sont toujours 
coplanaires.

d. Trois vecteurs, dont deux sont colinéaires, sont 
toujours coplanaires. 

❖ Trois vecteurs 𝑒1, 𝑒2 et 𝑒3 de l’espace ℝ3 qui ne sont 

pas coplanaires forment, dans cet ordre, une base de ℝ3. 



Composantes d’un vecteur dans ℝ3

❖ La famille 𝑒1 = (1,0,0), 𝑒2 = (0,1,0) et 𝑒3 = (0,0,1) forme une base de ℝ3. 

Elle est appelée la base canonique de ℝ3. 

❖ Pour chaque vecteur de l’espace ℝ3, les nombres réels 𝛼, 𝛽 et 𝛾 tels que

𝑢 = 𝛼 𝑒1 + 𝛽 𝑒2 + 𝛾 𝑒3

s’appellent les composantes du vecteur 𝑢 relativement à la base ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3).

➢ Attention : les composantes dépendent étroitement de la base utilisée !

➢ Mais pour une base fixée, les composantes d’un vecteur sont uniques !

Pour dénoter un vecteur, on privilégie la notation colonne ou en ligne : 

𝑢 = 𝛼, 𝛽, 𝛾 ⟺ 𝑢 =

𝛼
𝛽
𝛾

⟺ 𝑢 = 𝛼 𝑒1 + 𝛽 𝑒2 + 𝛾 𝑒3

Opérations sur les composantes 

Soit une base de ℝ3 , 𝜆 ∈ ℝ, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) et Ԧ𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) deux vecteurs

donnés par leurs composantes. Alors :

ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3)

𝜆 Ԧ𝑢 = (𝜆𝑢1, 𝜆𝑢2, 𝜆𝑢3)

𝑢 + Ԧ𝑣 = (𝑢1 + 𝑣1, 𝑢2 + 𝑣2, 𝑢3 + 𝑣3)



Repères et coordonnées dans ℝ3

• Soit ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) une base de l’espace ℝ3. 

• Nous complétons la base ℬ en ajoutant un point 𝑂 appelé 

origine, nous appelons  ℛ = (𝑂, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) un repère de 

l’espace ℝ3.

• Les coordonnées 𝑥, 𝑦 et 𝑧 d’un point 𝑀 de ℝ3

relativement au repère ℛ sont par définition les 

composantes du vecteur 𝑂𝑀 dans la base associée au 
repère. 

𝑀 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⟺ 𝑂𝑀 = 𝑥 𝑒1 + 𝑦 𝑒2 + 𝑧 𝑒3

❖ Le plan 𝑥𝑂𝑦, est l’ensemble de points : 

𝑥; 𝑦; 𝑧 ∈ ℝ3 𝑧 = 0}. 

Il contient l’axe 𝑂𝑥 et l’axe 𝑂𝑦. Il est représenté en bleu ci-

contre. De même, nous définissons les plans 𝑥𝑂𝑧 et 𝑦𝑂𝑧 qui 
sont représentés en orange et en rouge respectivement ci-
contre. 

Opération sur les coordonnées 

Soient 𝐴 = (𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) et 𝐵 = (𝑥𝐵, 𝑦𝐵, 𝑧𝐵) deux points de l’espace ℝ3. Comme 𝐴𝐵 = 𝑂𝐵 − 𝑂𝐴 (relation de 

Chasles) on peut écrire 

𝐴𝐵 = (𝑥𝐵, 𝑦𝐵, 𝑧𝐵) − (𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) = (𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)



Nous allons définir un produit d’un vecteur par un autre vecteur, mais le résultat de ce produit ne sera pas un 
vecteur : ce sera un scalaire ! 

❖ Considérons les vecteurs 𝐴𝐵 et 𝐴𝐶 tels que 𝛼 ∈]0, 𝜋/2[. Projetons orthogonalement 𝐵 sur la droite 𝐴𝐶, en 𝐵1, 
et 𝐶 sur la droite 𝐴𝐵, en 𝐶1.

❖ Les triangles 𝐴𝐵𝐵1 et 𝐴𝐶𝐶1 sont semblables, car ils ont deux (et donc trois) angles respectivement égaux. 
Donc 

∥ 𝐴𝐵 ∥

∥ 𝐴𝐶 ∥
=

∥ 𝐴𝐵1 ∥

∥ 𝐴𝐶1 ∥

et par la suite ∥ 𝐴𝐵 ∥∥⋅∥ 𝐴𝐶1 ∥=∥ 𝐴𝐶 ∥⋅∥ 𝐴𝐵1 ∥. 

Produit scalaire

Si 𝛼 ∈]0, 𝜋/2[, le produit scalaire de deux vecteurs 𝐴𝐵 et 𝐴𝐶, noté 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶, est donnée par

𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶 =∥ 𝐴𝐵 ∥⋅∥ 𝐴𝐶1 ∥=∥ 𝐴𝐶 ∥⋅∥ 𝐴𝐵1 ∥



Produit scalaire et angle entre deux vecteurs 

Dans le cas du triangle rectangle 𝐴𝐵1𝐵 on a que

Le produit scalaire de deux vecteurs 𝐴𝐵 et 𝐴𝐶 est donc

Le produit scalaire de deux vecteurs 𝑢 et Ԧ𝑣 , noté 𝑢 ⋅ Ԧ𝑣 ,  est

𝑢 ⋅ Ԧ𝑣 =∥ 𝑢 ∥∙∥ Ԧ𝑣 ∥ cos 𝛼

où 𝛼 est l’angle déterminé par les vecteurs et 𝑢 et Ԧ𝑣 . 

Propriétés du produit scalaire

Quels que soient les vecteurs, et le scalaire 𝑎, on a :

1. Commutativité : 𝑢 ∙ Ԧ𝑣 =  Ԧ𝑣 ∙ 𝑢

2. Linéarité : 𝑢 ∙ Ԧ𝑣 + 𝑤 = 𝑢 ∙ Ԧ𝑣 + 𝑢 ∙ 𝑤 et 𝜆𝑢 ∙ Ԧ𝑣 = 𝜆 𝑢 ∙ Ԧ𝑣 = 𝑢 ∙ 𝜆 Ԧ𝑣

3. Norme : ∥ 𝒖 ∥𝟐= 𝒖 ⋅ 𝒖

cos(𝛼) =
∥ 𝐴𝐵1 ∥

∥ 𝐴𝐵 ∥

𝐴𝐵 ∙ 𝐴𝐶 =∥ 𝐴𝐵 ∥∙∥ 𝐴𝐶 ∥ ∙ cos 𝛼



Applications du produit scalaire 

Deux vecteurs 𝑢 et Ԧ𝑣 sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est égal à zéro :

Remarques :

a. Le vecteur nul est orthogonal à tous les autres vecteurs.

b. Le produit scalaire de deux vecteurs peut être nul, sans que l'un des vecteurs soit nul.

c. Si le vecteur 𝑢 est orthogonal aux vecteurs Ԧ𝑣 et 𝑤, alors 𝑢 est orthogonal à toute combinaison linéaire de 𝑣

et 𝑤.

L’angle 𝛼 entre deux vecteurs non nuls 𝑢 et Ԧ𝑣 est donné par :

𝑢 ⊥ Ԧ𝑣 ⟺ 𝑢 ⋅ Ԧ𝑣 = 0

𝛼 = arccos
𝑢 ⋅ Ԧ𝑣

∥ 𝑢 ∥∥ Ԧ𝑣 ∥



Base orthonormée 

❖ Une base ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) de ℝ3 est dite orthonormée si

1. ∥ 𝑒1 ∥ = ∥ 𝑒2 ∥ = ∥ 𝑒3 ∥ = 1

2. 𝑒1 ⋅ 𝑒2 = 𝑒2 ⋅ 𝑒3 = 𝑒1 ⋅ 𝑒3 = 0

❖ Un repère ℛ = (𝑂, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) de ℝ3est dit orthonormé si la base 

associée au repère est orthonormée.

Remarques : 

a. Dans une base orthonormée, les vecteurs de cette base sont orthogonaux deux à deux et unitaires (de 
norme 1). 

b. Dans la suite du cours, sans mention contraire, on considérera toujours les bases comme étant
orthonormées et les repères comme étant également orthonormés.



Conséquences

Expression analytique du produit scalaire et de la norme :

On considère les vecteurs 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) et Ԧ𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) donnés en composantes dans une base 

orthonormée ℬ = ( 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 ). 

1. Le produit scalaire des vecteurs et est le nombre réel :

2. La norme du vecteur 𝑢 est le nombre réel positif :

∥ 𝑢 ∥= 𝑢 ⋅ 𝑢 = 𝑢1
2 + 𝑢2

2 + 𝑢3
2

𝑢 ⋅ Ԧ𝑣 = 𝑢1 ⋅ 𝑣1 + 𝑢2 ⋅ 𝑣2 + 𝑢3 ⋅ 𝑣3

Remarque:

• Si la base n’est pas orthonormée, ces formules sont fausses !!



Projection orthogonale

La projection orthogonale du vecteur Ԧ𝑣 sur le vecteur 𝑢 , notée Proj𝑢( Ԧ𝑣) ou Ԧ𝑣𝑢 , est donnée par

Quant à la longueur de la projection orthogonale de 
Ԧ𝑣 sur le vecteur 𝑢 elle, est égale à 

Proj𝑢 Ԧ𝑣 = Ԧ𝑣|| =
𝑢 ∙ Ԧ𝑣

∥ 𝑢 ∥2
∙ 𝑢 =

Ԧ𝑣 ∙ 𝑢

∥ 𝑢 ∥

𝑢

∥ 𝑢 ∥

Proj𝑢 Ԧ𝑣 = 𝑣|| =
| Ԧ𝑣 ∙ 𝑢|

∥ 𝑢 ∥

Dans le plan, la longueur de Ԧ𝑣⊥ est égale à 

Ԧ𝑣⊥ =
det (𝑢, Ԧ𝑣)

∥ 𝑢 ∥
=

1

∥ 𝑢 ∥
∙

𝑢1 𝑣1

𝑢2 𝑣2
=

𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1

𝑢1
2 + 𝑢2

2



Produit vectoriel

Soit 𝑢 et Ԧ𝑣 deux vecteurs de ℝ𝟑 formant un angle 𝜑. Par définition, le

produit vectoriel de 𝒖 et 𝒗 est le vecteur noté 𝒖 × 𝒗 ou 𝒖 ٿ 𝒗 (lire 𝑢 cross Ԧ𝑣)

tel que :

1. la direction de 𝑢 × Ԧ𝑣 est orthogonale aux vecteurs 𝒖 et 𝒗 ;

2. le sens de 𝑢 × Ԧ𝑣 donne au triplet Ԧ𝑢, Ԧ𝑣, 𝑢 × Ԧ𝑣 une orientation directe: 

cette orientation est donnée par la "règle du tire-bouchon" ou par la "règle des 

trois doigts de la main droite" (pouce, index, majeur), illustrée ci-contre.

3. la norme de 𝑢 × Ԧ𝑣 est égale à l'aire du parallélogramme construit 

sur 𝒖 et 𝒗 :

avec 𝜑 ∈ [0; 𝜋]

base : ∥ 𝑢 ∥, hauteur : ℎ =∥ Ԧ𝑣 ∥ sin(𝜑)

∥ 𝒖 × 𝒗 ∥=∥ 𝒖 ∥⋅∥ 𝒗 ∥⋅ 𝐬𝐢𝐧(𝝋)





Produit mixte
Nous allons définir une troisième notion, produit entre trois vecteurs de ℝ3 dont le résultat est un 

scalaire !

On appelle produit mixte de trois vecteurs 𝒖,  𝒗 et 𝒘 de ℝ3 pris 

dans cet ordre, le nombre réel, noté 𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤 , défini par la formule : 

Quels que soient les vecteurs 𝑢, Ԧ𝑣 et 𝑤 de ℝ3 et le nombre réel 𝜆, on a :

1. Le produit mixte est invariant par une permutation circulaire de ses vecteurs :

2. Le produit mixte change de signe quand on permute deux vecteurs :

3. Linéarité du produit mixte:

4. Le produit mixte est égal au volume (avec signe) du parallélépipède construit sur les vecteurs 𝒖,  𝒗 et 𝒘.

Si le triplet (𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤) a une orientation directe, le signe sera positif ; sinon il sera négatif.

𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤 = 𝑢 ⋅ Ԧ𝑣 × 𝑤

𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤 = Ԧ𝑣, 𝑤, 𝑢 = 𝑤, 𝑢, Ԧ𝑣

𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤 = − Ԧ𝑣, 𝑢, 𝑤 = − 𝑤, Ԧ𝑣, 𝑢 = − 𝑢, 𝑤, Ԧ𝑣

𝜆𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤 = 𝜆 𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤 𝑢 + Ԧ𝑧, Ԧ𝑣, 𝑤 = 𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤 + Ԧ𝑧, Ԧ𝑣, 𝑤



Déterminants

Déterminant 2 x 2 det
𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
=

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
= 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1

Déterminant 3 x 3

det

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

=

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

= 𝑎1 ∙
𝑏2 𝑐2

𝑏3 𝑐3
− 𝑎2 ∙

𝑏1 𝑐1

𝑏3 𝑐3
+   𝑎3 ∙

𝑏1 𝑐1

𝑏2 𝑐2

Le déterminant est signé : il peut être positif ou négatif.

Il est nul si les vecteurs (a, b, c) sont coplanaires

Il est positif si les vecteurs (a, b, c) forment une base directe (règle des trois doigts de la main droite)

Il est négatif si les vecteurs (a, b, c) forment une base indirecte

Le déterminant est signé : il peut être positif ou négatif.

Il est nul si les vecteurs (a, b,) sont colinéaires

Il est positif si les vecteurs (a, b) forment une base directe (comme (𝑒1, 𝑒2))

Il est négatif si les vecteurs (a, b) forment une base indirecte (comme (𝑒1, −𝑒2) ou (𝑒2, 𝑒1))



Produit mixte

Soient 𝑢, Ԧ𝑣 et 𝑤 trois vecteurs de ℝ3. Alors le produit mixte 𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤 = 𝑢 ⋅ Ԧ𝑣 × 𝑤 est égal au
déterminant 𝐝𝐞𝐭(𝒖, 𝒗, 𝒘):

𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤 = 𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤 =

𝑢1 𝑣1 𝑤1

𝑢2 𝑣2 𝑤2

𝑢3 𝑣3 𝑤3

= 𝑢1 ∙
𝑣2 𝑤2

𝑣3 𝑤3
− 𝑢2 ∙

𝑣1 𝑤1

𝑣3 𝑤3
+ 𝑢3 ∙

𝑣1 𝑤1

𝑣2 𝑤2
=

𝑢1 ∙ 𝑣2𝑤3 − 𝑣3𝑤2 − 𝑢2 ∙ 𝑣1𝑤3 − 𝑣3𝑤1 + 𝑢3 ∙ 𝑣1𝑤2 − 𝑣2𝑤1



Exemple
Soient les vecteurs 𝑢 = (1, −3,5) , Ԧ𝑣 = (−2,4,3) et 𝑤 = (3,1,3) donnés en composantes dans une base

orthonormée directe.

• Produit scalaire :

Comme 𝑢 ⋅ Ԧ𝑣 ≠ 0, les vecteurs et ne sont pas orthogonaux. 

• Produit vectoriel :

Comme Ԧ𝑣 × 𝑤 ≠ 0, les vecteurs Ԧ𝑣 et 𝑤 ne sont pas colinéaires. De plus, l’aire du parallélogramme engendré par 

ces deux vecteurs est égale à ∥ Ԧ𝑣 × 𝑤 ∥= (9)2 + (15)2 + (−14)2 = 502.

• Produit mixte :

𝑢 ⋅ ( Ԧ𝑣 × 𝑤) =
1

−3
5

⋅
9

15
−14

= 9 − 45 − 70 = −106

Comme [𝑢, Ԧ𝑣, 𝑤] ≠ 0, les vecteurs 𝑢 , Ԧ𝑣 et 𝑤 ne sont pas coplanaires. De plus, le volume du parallélépipède 

engendré par les vecteurs 𝑢 , Ԧ𝑣 et 𝑤 est égale à 106.

Ԧ𝑣 × 𝑤 =
−2
4
3

×
3
1
3

=

𝑒1 −2 3
𝑒2 4 1
𝑒3 3 3

=
12 − 3
6 + 9

−2 − 12
=

9
15

−14

𝑢 ⋅ Ԧ𝑣 =
1

−3
5

⋅
−2
4
3

= −2 − 12 + 15 = 1
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La droite dans l’espace 

▪ Droite déterminée par deux points

Soit deux points distincts 𝐴 et 𝐵. La droite (𝐴𝐵) est l'ensemble des points 𝑀 de l'espace ℝ3 alignés avec 𝐴
et 𝐵 :

(𝐴𝐵) = {𝑀 ∈ ℝ3 ∣ 𝐴𝑀 = 𝑘 𝐴𝐵, 𝑘 ∈ ℝ}.

Le vecteur 𝐴𝐵 est appelé vecteur directeur de la droite (𝐴𝐵).

▪ Droite déterminée par un point et une direction

Soit un point 𝐴 et un vecteur Ԧ𝑑 non nul. La droite passante par 𝐴 (appelé point d'ancrage) et de direction Ԧ𝑑, 

est l'ensemble des points 𝑀 de l'espace ℝ3 tels que les vecteurs 𝐴𝐵 et Ԧ𝑑 sont colinéaires :

𝑑(𝐴, 𝑑) = {𝑀 ∈ ℝ3 ∣ 𝐴𝐵 = 𝑘𝑑, 𝑘 ∈ ℝ}.

Le vecteur Ԧ𝑑 est un vecteur directeur de la droite.

Trois points 𝐴, 𝐵 et 𝐶 dans l’espace ℝ3 sont alignés si et seulement si les vecteurs 𝐴𝐵 et 𝐴𝐶 sont colinéaires : 

𝐴𝐵 = 𝑘 𝐴𝐶 avec 𝑘 ∈ ℝ, ou de manière équivalente si 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 = 0





Exercice

Soient les points 𝐴(−3,2,1) et 𝐵(−1,3, −2). 

a. Déterminer les équations paramétriques de la droite (𝐴𝐵).

b. Donner un point appartenant à la droite (𝐴𝐵).

c. Déterminer si le point 𝐷(−9,8,10) appartient ou non à la droite (𝐴𝐵).





Le plan 







Exercice

Soit les points 𝐴(−3,2,1), 𝐵(−1,3, −2) et 𝐶(−3, −2, −2).

a. Déterminer les équations paramétriques du plan contenant les points 𝐴, 𝐵 et 𝐶.

b. Donner un point appartenant au plan (𝐴𝐵𝐶).

c. Déterminer l ́équation cartésienne du plan (𝐴𝐵𝐶).

d. Donner un vecteur normal au plan (𝐴𝐵𝐶)



Positions relatives d’une droite et d’un plan



Positions relatives de deux plans  



Applications du produit scalaire

1. Vecteur normal à un plan 

Le plan d’équation cartésienne Π : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 admet le vecteur 

𝑛 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) comme vecteur normal. 

2. Droites orthogonales 

Les droites 𝑑 et 𝑔 de vecteurs directeurs respectifs Ԧ𝑑 et Ԧ𝑔 sont orthogonales 

si les vecteurs Ԧ𝑑 et Ԧ𝑔 sont orthogonaux, c’est-à-dire si Ԧ𝑑 ⋅ Ԧ𝑔 = 0. 

3. Plans perpendiculaires 

Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux 
sont orthogonaux.



Applications du produit vectoriel

1. Détermination du vecteur normal à un plan 

Soit trois points distincts 𝐴, 𝐵 et 𝐶 non alignés et le plan (𝐴𝐵𝐶). Un 

vecteur normal au plan (𝐴𝐵𝐶) est :

𝒏 = 𝑨𝑩 × 𝑨𝑪

2. Aire d'un triangle

L'aire d'un triangle 𝐴𝐵𝐶 vaut la moitié de l'aire du parallélogramme 

𝐴𝐵𝐶𝐷.

𝐴𝑖𝑟𝑒(Δ𝐴𝐵𝐶) =
1

2
∥ 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 ∥

3. Distance d'un point à une droite dans l’espace ℝ𝟑:

La distance d'un point 𝐸 à une droite 𝑑(𝐷; Ԧ𝑑) est donnée par :

𝛿(𝐸; 𝑑) =
∥ 𝐷𝐸 × Ԧ𝑑 ∥

∥ Ԧ𝑑 ∥



Applications du produit mixte
1. Volume d'un parallélépipède et d’un tétraèdre :

Le volume du parallélépipède 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 est donné par :

𝑉 = |[𝐴𝐵, 𝐴𝐷, 𝐴𝐸]|

Le volume du tétraèdre 𝑆𝐴𝐵𝐶 est donné par :

𝑉 =
1

6
|[𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝑆]|

2. Distance de deux droites gauches

Soient deux droites gauches 𝑑(𝐷; Ԧ𝑑) et 𝑔(𝐺; Ԧ𝑔). La distance entre les deux 

droites gauches est donnée par :

3. Distance d’un point à un plan

Soit un plan Π de vecteurs directeurs 𝑢 et Ԧ𝑣, un point 𝐴 dans le plan Π et

un point 𝑀 extérieur au plan. Alors la distance entre le point 𝑀 et le plan

vaut

𝛿 𝑑; 𝑔 =
𝐷𝐺, Ԧ𝑑, Ԧ𝑔

∥ Ԧ𝑑 × Ԧ𝑔 ∥
=

Vol(𝐷𝐺, Ԧ𝑑, Ԧ𝑔)

Aire( Ԧ𝑑, Ԧ𝑔)

𝛿 𝑀; Π =
𝐴𝑀, 𝑢, Ԧ𝑣

∥ 𝑢 × Ԧ𝑣 ∥
=

Vol(𝐴𝑀, 𝑢, Ԧ𝑣)

Aire(𝑢, Ԧ𝑣)



Distance d’un point à un plan
Distance d’un point à un plan

Soit un plan Π de vecteurs directeurs 𝑢 et Ԧ𝑣, un point 𝐴 dans le plan Π et un point 𝑀(𝑥𝑀, 𝑦𝑀 , 𝑧𝑀). Alors la

distance entre le point 𝑀 et le plan vaut

Si le plan est donné sous forme cartésienne:

alors on sait que le vecteur normal 𝑛 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) est, à une constante près, égal à 𝑢 × Ԧ𝑣, c’est-à-dire

Si on note 𝐻(𝑥𝐻, 𝑦𝐻, 𝑧𝐻) la projection de 𝑀 sur le plan, alors la distance du point 𝑀 au plan devient

𝛿(𝑀; Π) =
|[𝐴𝑀, 𝑢, Ԧ𝑣]|

∥ 𝑢 × Ԧ𝑣 ∥

𝜹 𝑴; 𝜫 =
𝐴𝑀 ∙ 𝜆 𝑛

𝜆 𝑛
=

𝐴𝐻 + 𝐻𝑀 ∙ 𝑛

𝑛
=

𝐻𝑀 ∙ 𝑛

𝑛
=

𝑥𝑀 − 𝑥𝐻

𝑦𝑀 − 𝑦𝐻

𝑧𝑀 − 𝑧𝐻

∙
𝑎
𝑏
𝑐

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2

=
𝑎𝑥𝑀 + 𝑏𝑦𝑀 + 𝑐𝑧𝑀 − 𝑎𝑥𝐻 + 𝑏𝑦𝐻 + 𝑐𝑧𝐻

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
=

𝑎𝑥𝑀 + 𝑏𝑦𝑀 + 𝑐𝑧𝑀 + 𝑑

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2

Π ∶ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0

𝒖 × 𝒗 = 𝝀𝒏.





Equations cartésiennes
Dans le plan, 1 seule équation cartésienne détermine en général une courbe.

Exemples:

1. L’ensemble 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2 | 𝑦 = 2𝑥2 − 4𝑥 + 1 est une parabole du plan

2. L’ensemble 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2 | 2𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 4𝑦 + 1 = 0 est une ellipse dans le plan

Dans l’espace ℝ3, 1 seule équation cartésienne détermine en général une surface.

Exemples:

1. L’ensemble 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ3 | 2𝑥 − 3𝑦 + 4𝑧 = 5 est un plan de l’espace

2. L’ensemble 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ3 | 𝑥2 + 𝑦2 = 9 est la surface latérale d’un cylindre vertical et dont la

section est un cercle de rayon 3 (mais ce n’est PAS un cercle !!).
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