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Section d’architecture SAR - Bachelor semestre 1

Longueur d’arc et

, Philippe Chabloz
développantes




Longueur d’arc

On considere une courbe C

Nous allons calculer la longueur d'une portion de cette courbe entre les
deux points P(x,y) et R(x + Ax,y + Ay). y+Ay

La longueur d’arc entre P et R est approximee par As ou

(As)? = (Ax)? + (Ay)? Yol

Si on fait tendre le point R vers le point P on obtient I’élément différentiel
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(infiniment petit) :

ds = /dx? + dy?

En intégrant I’élément différentiel ds sur un segment de C on obtient

la longueur totale du segment

L=jds=f\/dx2+dy2
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Longueur d’arc (forme paramétrique)

ds = \/dx? + dy?

Si la courbe est donnée sous forme paramétrique  c(t) = (x(t),y(t)) avecx(t) et y(t) des fonctions
continues et dérivables.

La longueur de la courbe entre deux points P(x(a), y(a)) et R(x(b), y(b)), obtenus en fixant la valeur du

parametre t = a et t = b respectivement (avec b > a), est donnee par

b
L = j Jx' ()2 + v ()2 dt.

En effet x = x(t) donne par définition de la dérivée x'(t) = % et donc dx = x'(t) dt

De méme y = y(t) donne y'(t) = % et donc dy = y'(t) dt

Alors I'éléement différentiel de longueur d’arc ds de la courbe ¢ vaut

ds = Jdx2 +dy? = /x' ()2 dt? + y' ()2 dt? = /x'(t)? + y'(t)? |dt|
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Formes cartesienne

b
L= f Jx' ()2 4y ()2 dt

a

Si la courbe est donnée sous forme cartésienne explicite y = f(x) alors on peut utiliser la paramétrisation
canonique
x(t) = t, y(t)=f(t)

ce qui donne x'(t) = 1ety'(t) = f'(t). La longueur d'un segment de la courbe vaut alors

b b
sz J1+ (6?2 dtzj V14 (x)?dx
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Exercice

Une parabole d’équation y = x* intersecte un cercle d’équation
x‘+(y—1)%=1.

Est-il possible que la longueur de I’arc de parabole inscrit dans le cercle soit supérieure ou égale a 4 ?
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Longueur de la cycloide

N )
/,

3 4 5

+ Rappel : 1a cycloide est une courbe plane, trajectoire d'un point fixé a un cercle (de rayon 1) qui roule
sans glisser sur une droite.

+ La courbe peut étre définie parametriquement par les équations suivantes :

{x(t) =t — sin(t) ot ER.

y(t) =1 — cos(t)

Quelle est la longueur d’arc d'un cycle de la cycloide, c’est-a-dire entre les points P(0,0) et R(2m,0) ?
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Longueur de la cycloide

ol I x(t) =t — sin(t)
y(t) = 1 — cos(t)
Quelle est la longueur d’arc d'un cycle de la cycloide,
LT/ < ' c’est-a-dire entre les points P(0,0) et R(2m, 0) ?
—cos(t) + t
¢

I 1 I [

t—sin(t) 1 2 3 4 5
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Développantes du cercle

Probleme (Huygens 1673) : étant donné une courbe C et un point P € C, on déroule un cable de longueur

constante L € R a partir du point P et en direction de la tangente a la courbe. En gardant le cable tendu (tangente
a la courbe), trouver I'équation de la courbe décrite par I'extrémite libre du cable.

Cette courbe s’appelle développante de C par rapport au point P.

Huygens cherchait a concevoir des horloges sans pendule pour une utilisation sur un bateau en mer. Il utilisa la
développante du cercle dans une tentative de forcer le pendule a se balancer selon le tracé d'une cycloide.

Christiaan Huygens
1629 - 1695
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Equation de la développante d’une courbe

+ Pour obtenir I"’équation de la développante, il est plus pratique de considérer que le fil de longueur
variable L € R se déroule le long de la courbe.

» Choisissons un point A(a, f (a)), oua € R, surla courbe y = f(x) qui sera l'extrémité du fil enroulé,
c'est-a-dire le “point de départ” de la développante.

+ Apres avoir déroulé une longueur L du fil, celui-ci est tangent a la courbe en un point P.
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Equation de la développante d’une courbe paramétrée.

Considérons une courbe donnée par des équations paramétriques: c(t) = (x(t),y(t))ett € I, ou x(t) et
y(t) sont des fonctions continues et dérivables.

La développante de la courbe au point A(x(ty), ¥(tg)) est donc la courbe d’équations paramétriques :

x'(8) - [ ()2 +y'(s)%ds y'(£) - [ \Jx'(5)2 + ¥ (5)2ds

X(t) =x(t) — , Y(t) =y(t) —
\/X'(t)z +y’(t)2 ( ) y( ) \/x’(t)z +y’(t)2
A f{
Démonstration: ( c'(t)
 La tangente en P a comme vecteur directeur le ||
vecteur tangent: , , y) 1)
c'(t) = (x'(),y'(t) |
« Lalongueur L(t) vaut Y(t) ¢
t M
L) = | VX' ()2 +y'(s) ds s
to Yo 4. ........ :
_ c'(t) & a i
+ Rrdone N PO X(®) %o x(t)
donne (X(t)) _ (x(t)) B L(¢t) . (xi(t))
y®) ~\y®)” roriyo VO
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Exemple : développante du cercle

..... i | —
{x=cost+tsint

Développante de cercle

Animation



https://fr.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9veloppante_du_cercle#/media/Fichier:Animated_involute_of_circle.gif
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Exemple : développante du cercle
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Développante de la développée

D’apres 'exemple précédent, la développante de la développée ne redonne pas la courbe d’origine. Par contre,
on peut montrer que la développante de la développée d'une courbe est “parallele” a la courbe originale, c’est-a-
dire est une courbe décrite par le centre d'un cercle de rayon constant qui “roule” sur la courbe d’origine.

Théoreme
La développée de la développante d’une courbe redonne la courbe d’origine.

développante de la développée

développée

Un parallele peut étre fait entre ce théoreme et le fait que la dérivée (assimilée a la développée) d'une
primitive (assimilée a une développante) d"une fonction redonne la fonction d’origine alors que la primitive
d"une dérivée la redonne a une constante pres.
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Conception assistée par ordinateur

La conception assistée par ordinateur ou CAO (en anglais, computer aided design ou CAD) comprend
I'ensemble des logiciels et des techniques de modélisation géomeétrique permettant de concevoir a l'aide
d'un ordinateur des produits manufacturés et les outils pour les fabriquer.
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Courbes de Bézier

Principe clé : nous remplacons un objet complexe tel qu'une courbe par un objet plus simple, un ensemble
de points de contrdle, de sorte qu'il existe une procédure unique et non ambigué (algorithme) pour
reconstruire la courbe a partir de I'ensemble de points de controle.

Une courbe de Bézier est définie par un nombre n + 1 des points (Py, ..., P,;), appelés points de
controle, qui engendrent une portion de courbe. Les types de courbes de Bézier les plus utilisées sont :

o les courbes de Bézier linéaires : deux points de controle (n = 1);
o les courbes de Bézier quadratiques : trois points de contrdle (n = 2);

o les courbes de Bézier cubiques : quatre points de contrdle (n = 3).

Contréle 2
@

Contréle 3
(€]

Controle 1

Controle 4



Théorie géneérale

La courbe de Bézier pour les n + 1 points de controle (Py, ..., P;,), est I'ensemble des points définis par la
représentation parametrique :

P(t) = XizoBi (1) - P;

out € [0; 1] et les B;* sont les polyndmes de Bernstein :

Bl (t) = (})tr@ — )"

Exemples :
+ Pour n = 2 on a la courbe de Bézier de degré 2 (quadratique) :
P(t) = (1 —t)?Py + 2(1 — t)tP; + t*P,
out € [0;1].
+ Pour n = 3 on a la courbe de Bézier de degré 3 (cubique) :
P(t) = (1 —1t)3Py + 3(1 — t)?tP; + 3(1 — t)t?P, + t3P;g
out € [0;1].

https://frjavascript.info/bezier-curve



https://fr.javascript.info/bezier-curve
https://fr.javascript.info/bezier-curve
https://fr.javascript.info/bezier-curve
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Polynomes de Bernstein de degré 3
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Recollements de courbes de Bezier

+ Les courbes de Béziers sont congues pour étre collées les unes aux autres.

= Si on veut recoller n courbes de Bézier cubiques, on aura 3n + 1 points de contrdle : (Py, ..., P3,,).

« Les points (Pg, P3, Pg ..., P3,,) par lesquels passe effectivement la courbe sont aussi appelés les points

Exemple avec n=3

d’ancrage de la courbe, les autres points (P, P,,P,, P, ...,P3,,_5, P53 1) seront alors les points de
direction.

La courbe de Bézier cubique y; a les points d’ancrage

: : : P4 - P8
Do et p3 et les points de direction p, et p,. .

P6
La courbe de Bézier cubique y, a les points d’ancrage

p3 et pg et les points de direction p, et ps. P3

PO 157 Do
La courbe de Bézier cubique 3 a les points d’ancrage

De et pg et les points de direction p; et pg. P

"o



=PrL

Courbes de Bezier cubiques

La courbe de Bézier cubique pour les 4 points de contrdles (P, P; , P,, P3) est donnée par

y(t) = (1 —t)3Py + 3(1 — t)?tP; + 3(1 — t)t?*P, + t3P;
Le vecteur tangent devient
y'(t) = =3(1 —t)?Py + 3[(1 — t)? — 2t(1 — t)]P; + 3[2t(1 — t) — t?]P, + 3t*P; t € [0,1]
et au début et a la fin de la courbe on a

y’(O) = _3P0 + 3P1 — 3(P1 - Po) et y’(l) — _3P2 + 3P3 —_ 3(P3 - Pz)

Si on veut recoller 2 courbes de Bézier cubiques y; et y, déterminées par 7 points de controles:
(Po, Py, P,, P3) pour y,
(P3; P4- ’ P5; P6) pour y,;

Alors pour que le recollement soit lisse, on impose que le vecteur tangent y;'(1) soit égal au vecteur tangent
v2(0).

Ceci impose que P; —P, =P, —P;

Autrement dit, pour que la courbe totale (réunion des courbes y; et y,) soit lisse, il faut choisir P, et P, de telle
sorte que P3 soit le milieu du segment P,P, donc

Continuité des vecteurs tangents (I) : P,=2P;—P,
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Courbes de Bezier cubiques

La courbe de Bézier cubique pour les 4 points de controles (Py, P; , P,, P3) est donnée par
() = (1 —t)3Py + 3(1 — t)%tP; + 3(1 — t)t*P, + t3P;
En dérivant deux fois y(t) on peut montrer que
Y’(0) = 6P, — 12P; + 6P, y’(1) = 6P; — 12P, 4+ 6P;

On veut recoller 2 courbes de Bézier cubiques y, et y, déterminées par 7 points de controles:

(Po, Py, Py, P3) pour y;
(PSI P4- ’ PSI P6) pour V2

Pour que le recollement est la méme courbure au point P3, on impose que le vecteur y; (1) soit égal au vecteur
vz (0).

Ceci impose que P; — 2P, + P; = P; — 2P, + P5 et donc
Continuité de la courbure (II): P = 2P, — 2P, + P;
En mettant ensemble les conditions (I) et (II), on constate que, pour des points donnés Py, P3, P, Py, ... ,des que les

points de directions P, et P, sont fixés les autres points de directions sont imposés par

(I) P4 - 2P3 — Pz et (II) P5 - 2P4_ - 2P2 + Pl
puis (1) P, = 2P, — P, et (D) Py = 2P, — 2P; + P,

On obtient les formules suivantes P31 = 2P3; — P3p_q et P30 = 2P3p1 — 2P35_1 + P3ps
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Géneralisation

Les courbes de Bézier possedent un certain nombre de defauts :
» Si on deplace un point de controdle, toute la courbe en sera modifi€e.

» La courbe ne passe pas nécessairement par tous les points de contrdle, ce qui peut rendre son
controle delicat.

+ Le cercle ne peut pas étre reproduit exactement en recollant des morceaux de courbes de
Bézier.

Pour toutes ces raisons, ces courbes ont subi de nombreuses généralisations : courbes de Bézier
rationnelles, B-splines, Nurbs, etc...
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Exemple

On veut faire passer une courbe de Bézier cubique par les points d’ancrage Py(0,0), P3(3,4), Pe¢(7,1) et
Py(10,3) Choisir les points de direction P; P, P, P5 P; et Pg de facon a que le recollement des 3 courbes
soit le plus lisse possible (dérivées secondes continues)

Puis calculer les 2 courbes de Béziers y; et y, pour les points Py a Pg (on ne calculera pas la 3°™¢ courbe) et
vérifier que I’on a bien en P3

y1(1) = y2(0) et ¥y’ (1)=y7(0)
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