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Exemples
(pour le plaisir des yeux..)

Sphère Ellipsoïde Paraboloïde de révolution

Hyperboloïde à deux nappes Hyperboloïde à une nappe Pseudosphère

Ruban de Möbius Bouteille de Klein Surface de Boy



La materia del tiempo
Richard Serra



Exemples introductifs

Équations explicites :
Une courbe dans le plan (Թଶ) peut être donnée par ࢟ ൌ ሺ࢞ሻࢌ où ݂ est une fonction à une variable.
Une �������ȱ����ȱ�Ȃ������ȱ(Թଷ) peut être donnée par ࢠ ൌ ሺ࢞ǡࢌ ࢟ሻ où ݂ est une fonction à deux variables.

Il existe une très forte analogie entre les courbes dans le plan et les surfaces dans l'espace. 

Exemple : 

�Ȃ�¡��������ȱݕ ൌ ଶݔ décrit une parabole. �Ȃ�¡��������ȱݖ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ décrit un paraboloïde de révolution.

݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ݂ሺݔǡ ሻݕ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ
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y
= x

z = f(x,y)



dans ⑫2~robe surface t

y = f(x) z = f(x, y)
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.



Exemples introductifs
Équations implicites :
Une courbe dans le plan (Թଶ) peut être donnée par ࡲሺ࢞ǡ ࢟ሻ ൌ ૙ où ܨ est une fonction à deux variables.
Une �������ȱ����ȱ�Ȃ������ȱ(Թଷ) peut être donnée par ࡲሺ࢞ǡ ࢟ǡ ሻࢠ ൌ ૙ où ܨ est une fonction à trois variables.

Exemple : 
�Ȃéquation ଶݔ ൅ ଶݕ െ Ͷ ൌ Ͳ dans le plan décrit un 
cercle centré à �Ȃ�������ȱ��ȱ��¢��ȱŘ :

�Ȃéquation ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ െ Ͷ ൌ Ͳ ����ȱ�Ȃ������ȱdécrit 
une sphère �����·�ȱ����ȱ�Ȃ�������ȱ��ȱ��¢��ȱ2 : 

ǡݔሺܨ ሻݕ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ െ Ͷ ǡݔሺܨ ǡݕ ሻݖ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ െ Ͷ

F(x,y)
= 0

F(xy , z) =
0

= O = O



Équations cartésiennes
Forme cartésienne explicite : 
����ȱ����·�������ȱ���ȱ�������ȱ����ȱ�Ȃ������ȱ���ȱ�Ȃ·�������ȱ����·������ȱ�¡������� : 

ݖ ൌ ݂ሺݔǡ ሻݕ

c'est-à-dire comme le ������ȱ�Ȃ���ȱ��������ȱ¥ȱ���¡ȱ���������. À chaque valeur de ݔ et de ݕ correspond 
une valeur ݖ tel que le point ሺݔǡ ǡݕ ሻݖ appartient à la surface.

Forme cartésienne implicite : 
���ȱ�������ȱ����ȱ�Ȃ������ȱ����ȱ·��������ȱ¹���ȱ����·����·�ȱ����ȱ���ȱ·�������ȱ��������� :

ǡݔሺܨ ǡݕ ሻݖ ൌ Ͳ

c'est-à-����ȱ�����ȱ�Ȃ��������ȱ���ȱ£·���ȱ�Ȃ���ȱ��������ȱ��ȱ�����ȱ���������ǯȱ

Remarque Ǳȱ�����ȱ·�������ȱ�¡�������ȱ�Ȃ���ȱ�������ȱ����ȱ�Ȃ������

ݖ ൌ ݂ሺݔǡ ሻݕ

peut être vue comme équation implicite où ܨሺݔǡ ǡݕ ሻݖ ൌ ݂ሺݔǡ ሻݕ െ .ݖ

L'inverse de cette affirmation est fausse. ���ȱ�������ȱ�Ȃ���ȱ���ǰȱ��ȱ�·�·���ǰȱ��ȱ������ȱ�Ȃ���ȱ��������ȱࢌሺ࢞ǡ ࢟ሻ

T z = 0

plan Oxy



Pie
a+ y2 = 9 Cercle de ragon 3

2x + 3 = 4 droite
-

3
MMaus
22+ y2= 9 Cy lindre vertical

et dont lo section[2x + 3y = 4 horizontale est un
-u corde de rayou 3

plan Vertical .
-

-



3 x2 + z2 = 16

Cylindre 11 à l'axe Og
Section : =

cercle de rayon 4



Exercice
On considère les fonctions : 

݂ሺݔǡ ሻݕ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ െ ͻ et       ݃ሺݔǡ ǡݕ ሻݖ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ െ ͻ.

a. Quelle est la courbe dans le plan décrite par l'équation ݂ሺݔǡ ሻݕ ൌ Ͳ ?

b. ������ȱ���ȱ��ȱ�������ȱ����ȱ�Ȃ������ȱ�·�����ȱ���ȱ�ȇ·�������ȱ݃ሺݔǡ ǡݕ ሻݖ ൌ Ͳ ?

- - gff- -

Cerde da rayou 3

Cylindre vertical.



Équations paramétriques
Ě͛ƵŶĞ�ƐƵƌĨĂĐĞ�

Les équations paramétriques �Ȃ���ȱsurface �ȱ����ȱ�Ȃ������ȱsont un triplet de fonctions à deux 
paramètres :

ȭሺݑǡ ሻݒ ൌ ሺݔሺݑǡ ሻǡݒ ǡݑሺݕ ሻǡݒ ǡݑሺݖ ሻሻݒ

où ሺݑǡ ሻݒ א ܦ sont appelées paramètres et ܦ est un sous-ensemble de Թଶ. 
On considère que les fonctions ݔǡ ǡݕ ݖ sont continues et différentiables sur ܦ.

Remarque : 

ٳ Pour tout point ܯ א ܦ dans le plan 
de coordonnées ሺݑǡ  ሻ, on peutݒ
associer un point P sur la surface des 
coordonnées 
ሺݔሺݑǡ ሻǡݒ ǡݑሺݕ ሻǡݒ ǡݑሺݖ  .ሻሻݒ

ٳ ���ȱ·��������ȱ�����·�������ȱ�Ȃ���ȱ
surface ne sont pas uniques. 

=
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Si on fixe Ro

on obtient sur la surface Y

une courbe = Ligue de coordonnée



Exemples

Les équations paramétriques 

ቊݔ ݐ ൌ ݎ ȉ ���ሺݐሻ
ሻݐሺݕ ൌ ݎ ȉ ���ሺݐሻ ݐ א ሾͲǡʹߨሿ

décrivent un cercle centré à �Ȃ�������ȱ��ȱ��¢��ȱݎ ൐ Ͳ.

Exemple : soit ݎ ൐ Ͳ une constante.

Les équations paramétriques 

൞
ݔ ǡݑ ݒ ൌ ݎ ȉ ���ሺݑሻ
ݕ ǡݑ ݒ ൌ ݎ ȉ ���ሺݑሻ

ǡݑሺݖ ሻݒ ൌ ݒ
ݑ א Ͳǡʹߨ ǡ ݒ א Թ

décrivent un cylindre �����·ȱ¥ȱ�Ȃ�������ȱ��ȱ��¢��ȱݎ ൐ Ͳ.

u fixé v fixé
↓ ↓

figues de: liguescoordonnées
= Il Cordonnées
droites
verticales = cercles

horizontaux



Exemple : paramétrisation de la sphère

ࢠ ൌ ࡴࡻ ൌ ࢘ ȉ ሺ࣐ሻܖܑܛ

ࡷࡻ ൌ ࢘ ȉ ܛܗ܋ ሺ࣐ሻ

࢞ ൌ ࡷࡻ ȉ ܛܗ܋ ሺࣂሻ ൌ ࢘ ȉ ܛܗ܋ ሺ࣐ሻ ȉ ܛܗ܋ ࣂ

yൌ ࡷࡻ ȉ ܖܑܛ ሺࣂሻ ൌ ࢘ ȉ ܛܗ܋ ሺ࣐ሻ ȉ ܖܑܛ ࣂ

࣐ est la latitude du point M

ࣂ est la longitude du point M

߮ א െ
ߨ
ʹ Ǣ

ߨ
ʹ

ߠ א െߨǢ ߨ

� Si on fixe ߮ ൌ ߮଴ et on fait varie ,ߠ on obtient un parallèle

� Si on fixe Ʌ ൌ ଴ߠ et on fait varie ߮, on obtient un méridien

méridien parallèle

-----f
&-C

---
L

J

(cercle complet !/
(demi-cerce relicst
le pôle et le pole Sud)



Vecteurs tangents et vecteur normal

Soit une surface ȭ donnée sous forme paramétrique

ȭሺݑǡ ሻݒ ൌ ሺݔሺݑǡ ሻǡݒ ǡݑሺݕ ሻǡݒ ǡݑሺݖ ሻሻݒ

� Si on dérive les 3 fonctions par rapport à ࢛ en considérant ݒ comme constant on obtient un vecteur tangent:

� Si on dérive par rapport à ࢜ en considérant ݑ comme constant on obtient un autre vecteur tangent:

ȭ௨ ǡݑ ݒ ൌ
߲
ݑ߲

ݔ ǡݑ ݒ ǡ
߲
ݑ߲

ݕ ǡݑ ݒ ǡ
߲
ݑ߲

ݖ ǡݑ ݒ

ȭ௩ ǡݑ ݒ ൌ
߲
ݒ߲

ݔ ǡݑ ݒ ǡ
߲
ݒ߲

ݕ ǡݑ ݒ ǡ
߲
ݒ߲

ݖ ǡݑ ݒ

Si les vecteurs ௨ߑ ǡݑ ݒ et ȭ௩ ǡݑ ݒ ne sont pas
colinéaires alors ils forment une base du plan tangent
à la surface.

De plus leur produit vectoriel est un vecteur normal
au plan tangent et donc à la surface.

݊ஊ ൌ ȭ௨ ǡݑ ݒ ൈ ȭ௩ ǡݑ ݒ

= lit
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Exemple : vecteur normal à un cône

ȭ �ǡ � ൌ
ݑ ��� ݐ
ݑ ��� ݐ
ݑ

Ͳ ൑ ݑ ൑ ݄

Ͳ ൑ ݐ ൑ ߨʹ

ȭ௨ ǡݑ ݐ ൌ
��� ݐ
��� ݐ
ͳ

ȭ௧ ǡݑ ݐ ൌ
െ� ��� ݐ
� ��� ݐ
Ͳ

ȭ௨ ൈ ȭ௧ ൌ
݁ଵ ��� ݐ െݑ ��� ݐ
݁ଶ ��� ݐ ݑ ��� ݐ
݁ଷ ͳ Ͳ

ൌ
െݑ ��� ݐ
െݑ ��� ݐ

ݑ

a fixé

- tfixe↳T-↓ --ent
n(n =0) = (8)O

= (n =0) = (0) [u(u =0) =1



Exemple : paramétrisation de la sphère

ȭ ǡߠ ߮ ൌ
ݎ ȉ ��� ߮ ȉ ��� ߠ
ݎ ȉ ��� ߮ ȉ ��� ߠ

ݎ ȉ ���߮

ȭఏ ൌ
െݎ ȉ ���߮ ȉ ��� ߠ
ݎ ȉ ��� ߮ ȉ ��� ߠ

Ͳ
ȭఝ ൌ

െݎ ȉ ��� ߮ ȉ ��� ߠ
െݎ ȉ ��� ߮ ȉ ��� ߠ

ݎ ȉ ��� ߮

� ൌ ȭఏ ൈ ȭఝ ൌ
݁ଵ െݎ ���߮ ��� ߠ െݎ ���߮ ��� ߠ
݁ଶ ݎ ��� ߮ ��� ߠ െݎ ���߮ ��� ߠ
݁ଷ Ͳ ݎ ��� ߮

ൌ

ൌ
ଶݎ ���ଶሺ߮ሻ ȉ ���ሺߠሻ
ଶݎ ���ଶሺ߮ሻ ȉ ���ሺߠሻ

ଶݎ ���ሺ߮ሻ ���ሺ߮ሻ ���ଶ ߠ ൅ ଶݎ ���ሺ߮ሻ ���ሺ߮ሻ���ଶሺߠሻ
ൌ ଶݎ

���ሺߠሻ ���ଶሺ߮ሻ
���ሺߠሻ ���ଶሺ߮ሻ
���ሺ߮ሻ ���ሺ߮ሻ

Offir
,
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= (4 : ) = 10, 0, 01 le pôle NordestuserN



Exemple Cone

U Cos t tt (0
,
25]

= (t , 4) = (U Scht ( ue[0
,
h]

U

t = 2 = p(0 ,
2
, 2)

U = 2

p =[//p = (0 (- 2

2

Equation de play target i I on P

- : 0 . x - 2y + 2z = d => d = 0( Il Coup Pei
y = z





Équations paramétriques
Ě͛ƵŶĞ�ĐŽƵƌďĞ�ĚĂŶƐ�ů͛ĞƐƉĂĐĞ

���ȱ·��������ȱ�����·�������ȱ�Ȃ���ȱ������ȱ����ȱ�Ȃ������ sont un triplet de fonctions à un paramètre :

ሻݐሺߛ ൌ ሺݔሺݐሻǡ ሻǡݐሺݕ ሻሻݐሺݖ

où ݐ א ܫ est le paramètre et ܫ ؿ Թ un intervalle.
On considèrera que les fonctions ݔሺݐሻǡ ሻݐሺݕ et ݖሺݐሻ sont continues et différentiables sur ܫ.

Rappel : ���ȱ������ȱ����ȱ��ȱ����ȱ����ȱ¹���ȱ����·�ȱ���ȱ��ȱ������ȱ�Ȃ·��������ȱ�����·�������ȱ

ሻݐሺߛ ൌ ሺݔሺݐሻǡ ሻሻݐሺݕ

où ݐ א ܫ est le paramètre, ݔሺݐሻ et ሻݐሺݕ sont deux fonctions de la variable réelle et ܫ est un intervalle de Թ.

Remarque : 

ٳ Pour toute valeur � א ሻǡݐሺݔon peut associer un point P sur la courbe des coordonnées ሺ ,ܫ ሻǡݐሺݕ  .ሻሻݐሺݖ

ٳ ���ȱ·��������ȱ�����·�������ȱ�Ȃ���ȱ������ȱ��ȱ����ȱ���ȱ�������ȱǷȱ
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Vecteur tangent à une courbe
Soit ሻݐሺߛ ൌ ሺݔሺݐሻǡ ሻǡݐሺݕ ሻሻݐሺݖ ���ȱ������ȱ����ȱ�Ȃ������. Le vecteur tangent à la courbe au point ܲ ൌ ଴ሻݐሺߛ est 
le vecteur 

où �Ȃ�� a dérivé ݔ ݐ ǡ ݕ ݐ et ሻݐሺݖ par rapport au paramètre .ݐ Si ݐ représente le temps le vecteur tangent est le
vecteur vitesse.

Exemple : 

Le vecteur tangent à la cubique tordue �Ȃ·�������
ሻݐሺߛ ൌ ሺݐǡ ଶǡݐ ଷሻݐ est

Exemple : 

Le vecteur tangent à �Ȃ�·���� de rayon 1 �Ȃ·�������
ሻݐሺߛ ൌ ሺ���ሺݐሻǡ ���ሺݐሻǡ ሻݐ est

଴ሻݐԢሺߛ ൌ ሺͳǡ ଴ǡݐʹ ଴ଶሻݐ͵ ଴ሻݐԢሺߛ ൌ ሺെ���ሺݐ଴ሻǡ ���ሺݐ଴ሻǡ ͳሻ

ᇱߛ ଴ݐ ൌ ᇱݔ ଴ݐ ǡ ᇱݕ ଴ݐ ǡ ᇱݖ ଴ݐ
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>ŽŶŐƵĞƵƌ�ĚΖƵŶ�ĂƌĐ�ĚĞ�ĐŽƵƌďĞ�ĚĂŶƐ�ů͛ĞƐƉĂĐĞ
������·����ȱ��ȱ������ȱ��ȱ�Ȃ������ȱ����·�ȱ����ȱ�����ȱ�����·������

ሻݐሺߛ ൌ ሺݔሺݐሻǡ ሻǡݐሺݕ ሻሻݐሺݖ où ݐ א  .ܫ

Alors la longueur �Ȃ�� élément infinitésimal est donnée (Pythagore) par

ݏ݀ ൌ ᇱݔ ݐ ଶ ൅ ᇱݕ ݐ ଶ ൅ ᇱݖ ݐ ଶ ݐ݀ ൌ ሻݐԢሺߛ ݐ݀

où Ԣሺ࢚ሻࢽ est le vecteur tangent à la courbe (distance = vitesse x temps !)

La longueur �Ȃ�� arc de courbe entre deux points P et R est alors
donnée par �Ȃ���·�����

avec
� ௉ݐ est la valeur du paramètre ݐ qui donne le point ܲ
� ோݐ est la valeur du paramètre ݐ qui donne le point ܴ

ܮ ൌ න
௧ು

௧ೃ
ሻݐԢሺߛ ݐ݀ ൌ න

௧ು

௧ೃ
ᇱݔ ݐ ଶ ൅ ᇱݕ ݐ ଶ ൅ ᇱݖ ݐ ଶ ݐ݀



Exercice
��������ȱ��ȱ��������ȱ�Ȃ���ȱ��ȱ��ȱ������ȱ�Ȃ·�������ȱ�����·������ȱ

entre les points ܲ ൌ ሺͲሻߛ et ܴ ൌ .ሺͳሻߛ

ߛ ݐ ൌ ଶǡݐ
ͺ
͵ ݐ

Τଷ ଶǡ Ͷݐ ǡ ݐ א Թା

P(0, 0, 0) R(1 , 8 , 4/

v'() = (i) V'(d = 1)
↑(() = (2, 4 , 4/

ds = 118'(t) 1/ de



rt1 = (i) => 10 Il =

⑭+ 16 + 15 = 2 + + y)2

= 2t + 4. = ds = (2t + 4)dt
I

=> L = ((t + y(dt = E + 47)"= 5
PR o

=

O



Rappel . Courbure d'une course plane-

C(t) ent Si U'lly"
k(t) =

u , y") alors k = 0
11 J'll3

k + 0 y"
k0

Niv7

det (V , y") = aire de parallélogramme Cuir')



"re

i
↳ k(t) =l tjs le
-
=

IlUxy"ll = aire du parallélogramme (U. %"



E ↑ Latorsion

& u

De
·

p

plan it (0", ") = plan Osculateur en P

Torsion = composante de J' II
--

-
Vitesse avec laquelle Uquittele plan
Osculateur
-



Courbure
Soit ሻݐሺߛ ൌ ሺݔሺݐሻǡ ሻǡݐሺݕ ሻሻݐሺݖ ���ȱ������ȱ����ȱ�Ȃ������ȱ��ȱ ܲ ൌ ଴ሻݐሺߛ un point de cette courbe.

Le vecteur tangent est ଴ሻݐԢሺߛ ൌ ᇱݔ ଴ݐ ǡ ᇱݕ ଴ݐ ǡ ଴ሻݐԢሺݖ
��ȱ�Ȃ��ȱ�·����ȱ������ȱ���ȱ����ȱ��ȱ������

que �Ȃ�� peut appeler le vecteur-accélération (si le paramètre ݐ est considéré comme le temps).

Définition : La courbure de ߛ au point P est alors donnée par

ࣄ ࢚૙ ൌ
ᇱࢽ ࢚૙ ൈ ᇱᇱࢽ ࢚૙

ᇱࢽ ࢚૙ ૜

On peut interpréter la courbure comme la rotation par unité de distance du vecteur tangent.

Si on parcourt la courbe à vitesse constante Ԣሺ࢚ሻࢽ ൌ ૚ on peut montrer que ᇱᇱߛ ଴ݐ est orthogonal à ሻݐԢሺߛ
ǻ�Ȃ���·�·������ est centripète) et la courbure se simplifie en

ࣄ ࢚૙ ൌ ԢԢሺ࢚૙ሻࢽ

Rappel : la courbure �Ȃ��� courbe plane est donnée par ଴ሻݐሺߢ ൌ
��� ᇱߛ ଴ݐ ଴ሻݐᇱᇱሺߛ

ᇱߛ ଴ݐ ଷ

Dans les 2 formules, le numérateur est égal à �Ȃ���� du parallélogramme construit sur Ԣߛ et ᇱᇱߛ
Ainsi ces deux formules sont tout à fait analogue. La seule différence est que la courbure �Ȃ��� courbe plane a un
signe (+ ou -) alors que la courbure �Ȃ��� courbe de �Ȃ������ est toujours positive !!

ԢԢሺ࢚૙ሻࢽ ൌ ࢞ᇱᇱ ࢚૙ ǡ ࢟ᇱᇱ ࢚૙ ǡ ԢԢሺ࢚૙ሻࢠ



Torsion
Soit ሻݐሺߛ ൌ ሺݔሺݐሻǡ ሻǡݐሺݕ ሻሻݐሺݖ ���ȱ������ȱ����ȱ�Ȃ������ȱ��ȱ ܲ ൌ ଴ሻݐሺߛ un point de cette courbe.

Le vecteur tangent est ଴ሻݐԢሺߛ ൌ ଴ሻǡݐԢሺݔ ଴ሻǡݐԢሺݕ ଴ሻݐԢሺݖ
Le vecteur accélération est ଴ሻݐԢԢሺߛ ൌ ଴ሻǡݐԢԢሺݔ ଴ሻǡݐԢԢሺݕ ଴ሻݐԢԢሺݖ

��ȱ�Ȃ��ȱ�·����ȱ������ȱ���ȱ����ȱ��ȱ�������
ԢԢԢሺ࢚૙ሻࢽ ൌ ࢞ԢԢԢሺ࢚૙ሻǡ ࢟ԢԢԢሺ࢚૙ሻǡ ԢԢԢሺ࢚૙ሻࢠ

Définition : La torsion de ࢽ au point P est alors donnée par

࣎ ࢚૙ ൌ
ᇱࢽ ࢚૙ ǡ ᇱᇱࢽ ࢚૙ ǡ ᇱᇱᇱࢽ ࢚૙

ᇱࢽ ࢚૙ ൈ ᇱᇱࢽ ࢚૙ ૛ ൌ
ᇱᇱᇱࢽ ࢚૙ ȉ ᇱࢽ ࢚૙ ൈ ᇱᇱࢽ ࢚૙

ᇱࢽ ࢚૙ ൈ ᇱᇱࢽ ࢚૙ ૛

On peut interpréter la torsion comme la « vitesse » avec laquelle la courbe quitte le plan osculateur au point P

Comme le produit mixte a un signe, la torsion a un signe.

ٳ Si la torsion est nulle, la courbe reste dans le plan osculateur

ٳ Si la torsion est ൐ ૙ alors la courbe quitte le plan osculateur dans la direction du produit vectoriel ᇱࢽ ൈ ᇱᇱࢽ

ٳ Si la torsion est ൏ ૙ alors la courbe quitte le plan osculateur dans la direction opposée au produit vectoriel
ᇱࢽ ൈ ᇱᇱࢽ

U'xy"estlantosculateur



�ǆĞŵƉůĞ�͗�ů͛ŚĠůŝĐĞ
On considère la courbe

Ԣߛ ݐ ൌ െܴ ��� ݐ ǡ ܴ ��� ݐ ǡ ܽ

ԢԢߛ ݐ ൌ െܴ ��� ݐ ǡ െ ܴ ��� ݐ ǡ Ͳ
ԢԢԢߛ ݐ ൌ ܴ ��� ݐ ǡ െ ܴ ��� ݐ ǡ Ͳ

Æ Ԣߛ ݐ ൌ ܴଶ ���ଶ ݐ ൅ ܴଶ ���ଶ ݐ ൅ ܽଶ ൌ ܴଶ ൅ ܽଶ

ᇱߛ ଴ݐ ൈ ᇱᇱߛ ଴ݐ ൌ
݁ଵ െܴ ��� ݐ െܴ ��� ݐ
݁ଶ ܴ ��� ݐ െܴ ��� ݐ
݁ଷ ܽ Ͳ

ൌ
ܴܽ ��� ݐ
െܴܽ ��� ݐ

ܴଶ

Sa norme vaut

ᇱߛ ଴ݐ ൈ ᇱᇱߛ ଴ݐ = ܽଶܴଶ ���ଶ ݐ ൅ ܽଶܴଶ ���ଶ ݐ ൅ ܴସ ൌ ܴ ȉ ܽଶ ൅ ܴଶ

La courbure vaut alors

ߛ ݐ ൌ ܴ ��� ݐ ǡ ܴ ��� ݐ ǡ ܽ ȉ ݐ ܴ ൐ Ͳǡ ܽ א Թ

ߢ ݐ ൌ
ᇱߛ ଴ݐ ൈ ᇱᇱߛ ଴ݐ

Ԣߛ ݐ ଷ ൌ ܴ ȉ
ܽଶ ൅ ܴଶ

ܴଶ ൅ ܽଶ ൗଷ ଶ
ൌ

ܴ
ܴଶ ൅ ܽଶ

V"

Sia = oklt)=to
= E on retrouve le corde



�ǆĞŵƉůĞ�͗�ů͛ŚĠůŝĐĞ
Le produit mixte ᇱǡߛ ᇱᇱǡߛ ԢԢԢߛ ൌ ᇱᇱᇱߛ ȉ Ԣߛ ൈ ԢԢߛ vaut ici

La torsion vaut alors

1. Si ࢇ ൐ ૙ �Ȃ�·���� monte le long de ݖܱ et la torsion est positive.
2. Si ࢇ ൏ ૙ �Ȃ�·���� descend dans le sens inverse de �Ȃ�¡� ݖܱ et la torsion est

négative.

ٳ Pour ܴ et ܽ fixé, la torsion est constante tout le long de �Ȃ�·����.
ٳ Pour ࡾ fixé, la torsion est maximale (en valeur absolue) pour ࢇ ൌ േࡾ
ٳ Si ܽ devient très grand, la courbure et la torsion tendent vers 0 Æ �Ȃ�·����

tend vers une droite.

ٳ Si a tend vers 0, la courbure tend ଵ
ோ

et la torsion vers 0 Æ �Ȃ�·���� se
rapproche du cercle de rayon ܴ dans le plan ݕݔܱ

߬ ݐ ൌ
ᇱᇱᇱࢽ ࢚૙ ȉ ᇱࢽ ࢚૙ ൈ ᇱᇱࢽ ࢚૙

ᇱࢽ ࢚૙ ൈ ᇱᇱࢽ ࢚૙ ૛ ൌ
ܴܽଶ

ܴଶሺܽଶ ൅ ܴଶሻ
ൌ

ܽ
ܽଶ ൅ ܴଶ

ሻݐᇱᇱᇱሺߛ ȉ ᇱߛ ݐ ൈ ᇱᇱߛ ݐ ൌ
ܴ ��� ݐ
െܴ ��� ݐ

Ͳ
ȉ െ

ܴܽ ��� ݐ
ܴܽ ��� ݐ
ܴଶ

ൌ ܴܽଶ ���ଶ ݐ ൅ ܴܽଶ ���ଶ ݐ ൌ ܴܽଶ



-Torsion graphe de Elalih pour
[(a) R fixe
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Fixous U = Ro Un (V) = Juin, I2v

= Cercle de rayon u
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