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Exemples dans le plan
(pour le plaisir des yeux..)
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Quelques courbes planes
1. Ellipse de centre ܥሺݔ଴ǡ ଴ሻݕ et de demi-axes ܽ et ܾǣ

ݔ െ ଴ݔ
ܽ

ଶ
൅
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2. Hyperbole de centre ܥሺ݄ǡ ݇ሻ

��ȱ�Ȃ��¢�������ȱݕ ൌ േ ௕
௔
ȉ ݔ െ ݄ ൅ ݇

Sommets : ଵܵሺ݄ ൅ ܽǡ ݇ሻ et ܵଶ ݄ െ ܽǡ ݇

Foyers : ଵሺ݄ܨ ൅ ܿǡ ݇ሻ et ଶሺ݄ܨ െ ܿǡ ݇ሻ

avec ܿଶ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ

ݔ െ ݄
ܽ

ଶ

െ
ݕ െ ݇
ܾ

ଶ

ൌ ͳ



Hyperbole
h + acosh(t)
-

c(t) = (3) (k + bsih(t) &
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+: branche da droite

- i IS Il gauche
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graphe de f

Exemple :

x+ y2= 9
2

( + (5)= 1



Exercice
a. On considère les fonctions suivantes ሻݐሺݔ : ൌ ���ሺݐሻ et ݕሺݐሻ ൌ ���ሺʹݐሻ, où ݐ א Թ. 

Exprimer ݕ en fonction de ݔ et en déduire la nature de la courbe obtenue.

b. On considère les fonctions suivantes ሻݐሺݔ : ൌ ʹ����ሺݐሻ et ݕሺݐሻ ൌ ����ሺݐሻ, où ݐ א Թ. 
Exprimer ݕ en fonction de ݔ et en déduire la nature de la courbe obtenue.

Sir(E)
a VIH = (cos(2) y = cos(t)

= 1 - 2si(t)

formula
*
double angle

= 1 . 20 Fat2xi 1310, 17&

x = E y =
0
.
8

t = arcsin(x) = arcs(y



Exercice
b
. ((t) = 2cosh(t) t - R

. Coshx-sint()( sich (t) I
= 1

e by = 4sh(4) - 4 Sinh(t) = 4

a
- y2 = 1

(2) y" = I
peute des asymptotes = =
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x = Cost

y = siut

cartésieme

cartésience 2x2 + y2 = 8

Exemple : y = 2x+ e
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c'(t) = (i) Verteur tangent
recteur vitesse

Si cc'(to) = 0 = Vesteer taugat est
ef y'(to) + 0 vertical
-

-

Si y (t, 1 = 0 => Vecteur taugent est

et 'It, l + 0 horizontal

m = pente de c'(t) =



sĞĐƚĞƵƌ�ƚĂŶŐĞŶƚ
ٳ Soit ߛǣ ܫ ՜ Թଶ une courbe paramétrique :

cሺݐሻ ൌ ሺݔሺݐሻǡ ሻሻݐሺݕ

où ݔǣ ܫ ՜ Թ et ݕǣ ܫ ՜ Թ sont deux fonctions dérivables. 

ٳ Le vecteur tangent à la courbe en ܲ ൌ ଴ሻݐሺߛ est défini 
comme le vecteur :

cԢሺݐ଴ሻ ൌ ሺݔԢሺݐ଴ሻǡ ଴ሻሻݐԢሺݕ

ٳ Le vecteur normal à la courbe en ܲ ൌ ଴ሻݐሺߛ א Թଶ est 
défini comme le vecteur :

݊ሺݐ଴ሻ ൌ ሺെݕԢሺݐ଴ሻǡ ଴ሻሻݐԢሺݔ

ٳ La pente de la droite tangente à la courbe en ܲ ൌ ଴ሻݐሺߛ
est donnée par 

݉ ଴ݐ ൌ ௬ᇱሺ௧బሻ
௫ᇱሺ௧బሻ

si    ݔԢሺݐ଴ሻ ് Ͳ

¾ Si ଴ሻݐԢሺݔ ൌ Ͳ et ଴ሻݐԢሺݕ ് Ͳ alors le vecteur tangent (donc la
tangente) est vertical !

¾ Si ଴ሻݐԢሺݔ ് Ͳ et �ᇱ �଴ ൌ Ͳ alors le vecteur tangent (donc la
tangente) est horizontal !
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�Ȃ����� entre le vecteur tangent ܿᇱ ݐ et le vecteur position � ݐ vérifie donc

�Ȃࢸ����� est indépendant de ࢚ et est donc le même pour tous les points de la spirale.
Ces spirales sont appelées des spirales équiangles.

Spirales logarithmiques
��ȱ�������ȱ�������������ȱ���ȱ����·�ȱ���ȱ���ȱ·��������ȱ�����·�������
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ݎ ൐ Ͳǡ ݇ ൐ Ͳǡ ݐ א Թ
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ܿᇱ ݐ ൌ ᇱݔ ݐ
ᇱݕ ݐ ൌ ݎ ݁௞௧ ȉ � ��� ݐ െ ��� ݐ

ݎ ݁௞௧ ȉ � ��� ݐ ൅ ��� ݐ

ܿ ݐ ȉ ܿᇱ ݐ ൌ ௞௧݁ݎ ��� ݐ
��� ݐ ȉ ௞௧݁ݎ ݇ ��� ݐ െ ��� ݐ

� ��� ݐ ൅ ��� ݐ ൌ

ൌ ଶȉݎ ݁ଶ௞௧ ȉ ݇ ���ଶݐ െ ��� ݐ ��� ݐ ൅ ��� ݐ ��� ݐ ൅ � ���ଶݐ ൌ ݇ ଶݎ ȉ ݁ଶ௞௧

���Ȳ ൌ
݇ ଶݎ ȉ ݁ଶ௞௧

ܿ ݐ ȉ ȉ ܿᇱ ݐ ൌ
݇ ଶݎ ȉ ݁ଶ௞௧

௞௧݁ݎ ȉ ͳ ൅ ݇ଶ ȉ ݎ ݁௞௧
ൌ

݇
ͳ ൅ ݇ଶ

՜ ��Ȳݐ ൌ
ͳ
݇

↑c(t)
(t)



Exemple
Courbe : ܿ ݐ ൌ ଶǡݐ ଷݐ

t = 2

Qc'(t) = (it , 3t2) l
c'(0) = 10 of C(0) = 10,%↑
x(t) = t

2 Q &

I =
IX
3/2

y(t) =t3

x = (E2"=
S ↑

y = (E3)= E
6
X7, 0

·

, 0
-

Mete y : Ir - ,
poc (2) = (4 , 12)X
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·By(+ y(x) + x - 4x - 5y(x) + 1 = 0 late
3y(p+02 2ypp-y + Sy(y + 24 -5y' = 0

-

y' (2x y + y- 5) = 4 - 2x - 3xyz

y' = 2ebey2
2xy + y2 -5

4 - 2 - 12 10
- I -P(1

, 2) => Yp = 4 + 12 - 5

-

Il



Tangente Je p :·

y : (a - =) + 2
-

1p(a ,
f(a)-

Cop, Yx

Tangente :

y = f(a) . (x - a) + f(x)
Y
- yp (x - xp) + yp

Il

mp
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����ȱߛ ���ȱ������ȱ����·�ȱ����ȱ�����ȱ����·������ȱ���������
ܿ ׷ ǡݔሺܨ ሻݕ ൌ Ͳ

����ȱ��������ȱ��ȱ�����ȱ��ȱ��ȱ��������ȱ¥ȱܿǰȱ��ȱ������¸��ȱݕ �����ȱ���ȱ��������ȱ��ȱ��������ȱݔǰȱ�Ȃ���Ȭ¥Ȭ����ȱݕ ൌ
ǡݔሺܨሻǰȱ��ȱ��ȱ�·����ȱ�Ȃ·�������ȱ���������ȱݔሺݕ ሻݕ ൌ Ͳ ���ȱ�������ȱ¥ȱ࢞ǯȱ
��ȱ�·���·�ȱ��ȱ࢟ �������ȱ�����ȱ࢟ǯǯȱ��ȱ�������ȱݕǯ ��ȱ�������ȱ���ȱ�������ȱ���ȱ�����ȱݕǯ ��ȱ��������ȱ���ȱ���¡ȱ
��������·��ȱݔ ��ȱݕǱ

��ȱ�������ȱ�������ȱ��ȱ��ȱ�����ȱܲሺݔ௉ǡ ௉ሻݕ ��ȱ��ȱ������ȱ���ȱ�����ȱܿᇱ ܲ ൌ ͳ
ᇱݕ ௉ǡݔ ௉ݕ

ǯݕ ൌ ǡݔǯሺݕ ሻݕ

Exemple
Considérons la courbe �Ȃ·������� cartésienne implicite ଶݔ െ ଷݕʹ ൌ Ͷ
En considérant ݕ comme fonction de ,ݔ ݕ ൌ ሻݔሺݕ et en dérivant �Ȃ·������� de la courbe par rapport à ݔ on
obtient

En isolant ǯݕ ceci donne ࢟ᇱ ൌ
૛࢞
૟࢟૛

ൌ
࢞
૜࢟૛

ݔʹ െ ͸ݕଶ ȉ Ԣݕ ൌ Ͳ

��¡ ������ ଵܲሺെʹǡͲሻ �� ଶܲሺʹǡͲሻǰ ��� ��������� ���� ����������ǯ �� ����� ܳ Ͳǡ య ʹ ǰ �� �������� ��� ����£������ǯ

�� ����� ܵ ʹǡെͳ ǰ �� ����� �� �� �������� ����݉ௌ ൌ
ଶ

ଷȉ ିଵ మ ൌ
ଶ
ଷ

()m = yp

O



cartésienne explicite -> paramétrique

y = f(x) graphe defu
On choisit x = t !!

= c(t) = (E) (i)
= () = (E()o (Ex)

Vecteur tangent



Résumé : vecteur tangent

����� Equation de la courbe Vecteur tangent en P

paramétrique ܿ ݐ ൌ ሻݐሺݔ
ሻݐሺݕ ܿᇱ ቚ

௉
ൌ ܿǯ ௉ݐ ൌ ᇱݔ ௉ݐ

ᇱݕ ௉ݐ
ൌ

ൗ݀ݔ
ݐ݀
ൗ݀ݕ
ݐ݀

Cartésienne 
explicite ݕ ൌ ݂ሺݔሻ ܿᇱ ቚ

௉
ൌ ܿԢሺݔ௉ሻ ൌ

ͳ
݂Ԣሺݔ௉ሻ

Cartésienne 
implicite ܨ ǡݔ ݕ ൌ Ͳ ܿᇱ ቚ

௉
ൌ ܿԢሺݔ௉ǡ ௉ሻݕ ൌ

ͳ
௉ǡݔԢሺݕ ௉ሻݕ

= (5) = peute dev = b



Conchoïde de Nicomède
ٳ ����·�ȱ���¡ȱ�������ȱܽǡ ܾ ൐ Ͳ ��ȱ������¸��ȱ��ȱ�����ȱܱ ���ǰȱ����ȱ����������ȱ�ȇ�¡���·ǰȱ����ȱ

������·�·ȱ�����ȱ��Ê�������ȱ����ȱ�Ȃ�������ǯ

ٳ ����ȱ݀ ���ȱ������ȱ����£������ȱ¥ȱ���ȱ��������ȱܽ ��ȱܱ ��ȱݏ ���ȱ����Ȭ������ȱ�����ȱ��ȱܱ ���ȱ�����ȱ��ȱ
�����ȱ��ȱߙ ����ȱ��ȱ���������ǯȱ

ٳ ����ȱܥ ��ȱ�����ȱ�Ȃ������������ȱ��ȱ��ȱ����Ȭ������ȱݏ ����ȱ��ȱ������ȱ݀ǯȱ

ٳ ������ȱܥ ��ȱ������ȱ���ȱ��������ȱ��ȱܾ ��ȱ����ȱ��ȱ��ȱ����Ȭ������ȱݏ ����ȱ�������ȱ��ȱ�����ȱܣǯȱ

ٳ ��ȱ����ȱ���ȱ������ȱܣ �·������·ȱ��ȱ�������ȱ������ȱ�Ȃ�����ȱߙ ���ȱ��ȱ������Ê��ȱ��ȱ�����¸��ǯ

ٳ �������ȱ�Ȃ�����ȱߨȀʹ ൏ ߙ ൏ ʹȀߨ͵ ��ȱ��������ȱܾ ���ȱ��ȱ����Ȭ������ȱݏ ���ȱ�����ȱ����ȱ��ȱ���������ȱ��ȱ
ܱǯȱ



	���ȱ��ȱ��¸��Ȭ	���������

ê����ȱ��ȱ�ȇ����������ȱ��������ȱ��������ȱ���������ȱ



La brachistochrone
En juin 1696, le célèbre mathématicien Johann Bernoulli a publié dans les Acta Eruditorum, le premier 
périodique scientifique allemand, le problème suivant :

Étant donné deux points A et B dans un plan vertical, quelle est la courbe tracée par un point soumis à la seule 
gravité, qui part de A et atteint B dans le temps le plus court. 

ٳ Ce défi mathématique est connu sous le nom de 
problème de la brachistochrone. Même si Johann 
Bernoulli savait déjà comment le résoudre lui-même, 
il a lancé un défi aux autres mathématiciens 
d'Europe et leur a accordé six mois pour le résoudre. 

ٳ Après ce délai, aucune réponse n'a été donnée. 
Même Gottfried Leibniz a demandé une prolongation 
du délai. L'après-midi du 29.1.1697, Isaac Newton a 
trouvé le défi dans son courrier. Il l'a ensuite résolu 
pendant la nuit et a envoyé la solution de manière 
anonyme. 

ٳ Les équations paramétriques de la brachistochrone 
pour ܣሺͲǡͲሻ et ܤሺߨǡെʹሻ sont les suivantes : 

ቊ ݔ ߠ ൌ ߠ െ ��� ߠ
ሻߠሺݕ ൌ െͳ ൅ ���ሺߠሻ où      ߠ א ሾͲǡ ሿߨ
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�ŽƵƌďƵƌĞ�Ě͛ƵŶĞ�ĐŽƵƌďĞ�ƉůĂŶĞ
� La courbure mesure la manière dont une courbe s'éloigne localement d'une ligne droite.

� La courbure est égale au rapport entre la variation de la direction de la tangente à la courbe et un 
déplacement d'une longueur infinitésimale sur celle-ci : plus ce rapport est important, plus la 
courbure est importante. 

� Intuitivement : la courbure indique de combien il faut tourner le volant d'une voiture pour 
aborder un virage (volant tourné modérément pour une courbure faible et fortement pour une 
courbure forte).

܍ܚܝ܊ܚܝܗ۱ ൌ ࣄ ൌ
ࣂࢊ
࢙ࢊ



Rappel et notation

Ԧୄݒ ൌ
��� ሺݑǡ Ԧݒሻ
צ ݑ צ

Soit ݑ ൌ
ଵݑ
ଶݑ un vecteur du plan. On définit le vecteur ܬ ݑ ൌ

െݑଶ
ଵݑ ��� a les 3 propriétés suivantes:

1. ܬ ݑ ٣ ݑ

2. ܬ ݑ ൌ ݑ

3. La base ࣜሺݑǡ ܬ ݑ ሻ est directe ฻ ��� ǡݑ ܬ ݑ ൐ Ͳ

car i . (m) = 0 J) e

C

&



Courbure et accélération
���� ܿ ��� ������ �����·��·� �� ܲ �� ����� ��� ����� ������ǯ �� ���� �� �·����� ǻ���� �� ����� �ǼǱ

ࡼࢀ ൌ
ᇱࡼࢉ

ࡼ࢜

On peut décomposer le vecteur accélération dans la
base ࣜ ௉ܶǡ ௉ܰ qui est directe. On obtient alors

ᇱᇱࡼࢉ ൌ ᇱᇱצࢉ ൅ ᇱᇱୄࢉ

ᇱࡼࢉ ൌ ᇱࢉ ࡼ࢚ le vecteur tangent ou vecteur vitesse

ࡼ࢜ ൌ ᇱࡼࢉ la vitesse scalaire

le vecteur tangent unitaire

ࡼࡺ ൌ ሻࡼࢀሺࡶ le vecteur normal unitaire

ᇱᇱࡼࢉ le vecteur accélération

�� ����� ᇱᇱצࢉ ��� �Ȃ���·�·������ ������������ǯ �� ��� ��� ��� ǻ�� ܲǼ �� ǯࢉ ������ �� ����� ǻ�� ܲǼ Æ �� �������
�������� ������ �� ܲǤ

�� ����� ᇱᇱୄࢉ ��� �Ȃ���·�·������ �������¸��ǯ �� ��� ��� ��� ǻ�� ܲǼ �� ǯࢉ ������ �� ��������� ǻ�� ܲǼÆ �������� ǷǷ

7

N =3)-"=a-3

1->

·a,



((t) = C(3t) U représente l "même"
course que c mais

('(t) = 3c'(3t) parcourue
3 fois plus vite
-

2

("(t) = 9 .
c"(3t) 3

Pour que
la courbureS

ne dépende pas de v
->

Hall 11
il faut diviser por oh

K I --
22 11c'112
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Courbure et accélération
On peut montrer que �Ȃ���·�·������ centripète Ԧܿୄᇱᇱ dépend du paramétrage et donc de la vitesse.
En fait sa norme ᇱᇱୄࢉ est proportionnelle à ࢜૛.

En effet supposons que �Ȃ�� parcourt la courbe 3 fois plus vite : ܿሺݏሻ ൌ ܿሺ͵ݐሻ. En dérivant 2 fois on obtient:

ܿᇱ ݏ ൌ ͵ ȉ ܿԢሺ͵ݐሻ puis ܿᇱᇱ ݏ ൌ ૜૛ ȉ ܿԢԢሺ͵ݐሻ

(Dans un rond-point de rayon donné, plus on roule vite, plus �Ȃ���·�·������ centripète est grande : elle croît selon .ଶݒ
�Ȃ��� ce qui explique ��Ȃ���� des pneus donnés (une adhérence donnée), il y a une vitesse limite dans un virage)

Pour avoir la courbure de la courbe c qui ne dépende pas de la vitesse de parcours de la courbe, il faut diviser la
norme de Ԧܿୄᇱᇱ par ଶǤݒ Ainsi on définit la courbure comme

ࣄ ൌ
ᇱᇱୄࢉ

࢜૛

��� �� ������ �� ����� Řś �� �

�� ��������� ��� ���¡ �� � Ǳ

Ԧܿୄᇱᇱ ൌ
���ሺܿᇱǡ ܿᇱᇱሻ

ܿᇱ
ൌ
���ሺܿᇱǡ ܿᇱᇱሻ

ݒ

܍ܚܝ܊ܚܝܗ۱ ൌ ࣄ ൌ
ᇱǡࢉሺܜ܍܌ ᇱᇱሻࢉ

࢜૜

~
dépend de w

L=
de wh)

-



�ŽƵƌďƵƌĞ�Ě͛ƵŶĞ�ĐŽƵƌďĞ�ƉůĂŶĞ
����ȱ�ȱ���ȱ������ȱ����ȱ�����ȱ�����·������

� �����ȱ��ȱ�������ȱ�������ȱǻ��ȱ�������Ȭ�������Ǽȱ���

��ȱ

� ��ȱ�������ȱ���·�·������ȱ����

� ����

¾ ��ȱ�������ȱ�����ȱ��ȱ��������

�������� ൌ ߢ ൌ
��� ܿᇱǡ ܿԢԢ

ଷݒ
ൌ
ᇱᇱݕᇱݔ െ Ԣݕᇱᇱݔ

ଷݒ
ൌ

ᇱᇱݕᇱݔ െ Ԣݕᇱᇱݔ
Ԣଶݔ ൅ Ԣଶݕ ଷȀଶ

��� ܿᇱǡ ܿᇱᇱ ൌ Ԣݔ ԢԢݔ
Ԣݕ ԢԢݕ ൌ ᇱᇱݕᇱݔ െ Ԣݕᇱᇱݔ

ᇱᇱࢉ ݐ ൌ ԢԢݔ ݐ ǡ ᇱᇱݕ ݐ

ᇱࢉ ݐ ൌ Ԣݔ ݐ ǡ ᇱݕ ݐ

� ݐ ൌ ሻݐԢሺࢉ ൌ ᇱݔ ݐ ଶ ൅ ᇱݕ ݐ ଶ

ࢉ ݐ ൌ ݔ ݐ ǡ ݕ ݐ

*

↑ Y
c' c'

S



�ŽƵƌďƵƌĞ�Ě͛ƵŶĞ�ĐŽƵƌďĞ�ƉůĂŶĞ

�� ���� �·������� ��� �� ������ ������� �� �� �������� �� ��
����� �ǻ�Ǽ ��� ���·������� �� �����·�����ǯ �Ȃ��� ���� ���� ���
������·�������� �������¸��� ¥ �� ������ ��� �� �·������� ��� �� ��
ȍ ������� �� �������� Ȏ �� ����� ������ǯ

�Ȃ��� �� ����� �� ଷݒ �� �·���������� ��� ������ ���� ǷǷ

�������� ൌ ߢ ൌ
ͳ
ଷݒ

ԢԢࢉ ȉ ܰ ൌ
ᇱᇱݕᇱݔ െ Ԣݕᇱᇱݔ

ଷݒ
ൌ

ᇱᇱݕᇱݔ െ Ԣݕᇱᇱݔ
Ԣଶݔ ൅ Ԣଶݕ ଷȀଶ

La courbure a un signe qui dépend du sens de parcours de la courbe !!

Si ߢ ൐ Ͳ la courbe tourne dans le sens trigonométrique pour la paramétrisation donnée

Si ߢ ൏ Ͳ la courbe tourne dans le sens inverse du sens trigonométrique pour la paramétrisation donnée.

Si on change le sens de parcours, ܶ et ܰ change de sens et la courbure change de signe.

- -

-



�ǆĞŵƉůĞ
����ȱ��ȱ������ȱ��ȱ������ȱܥሺܽǡ ܾሻ ��ȱ��ȱ��¢��ȱܴǯȱ��������ȱ��ȱ��������ȱ��ȱ����ȱ�����ȱ��ȱ������

a +
c(t) = (2) ) = IbBost) tesLe

-

c'(t) = (- Point , Rost) v = 11 (H/l= Visit
Est = R

c" (t) = (- Bost , - Point)
- Rscut - Rost

det (c") = /Bost -
Resint 1 = rsint + Rcost= R2

=> k = E



Cercle de courbure
Définitions:

Le cercle rouge à droite se nomme le cercle
osculateur de la courbe au point ܲ.

Le centre du cercle osculateur en ܲ est appelé centre
de courbure (en ܲ) et le rayon du cercle osculateur
est appelé le rayon de courbure (en ܲ).

Par le résultat du slide précédent on a que le rayon
de courbure au point P est égal à �Ȃ������� de la
courbure (en valeur absolue):

௉ݎ ൌ
ͳ
௉ߢ



�ŽƵƌďƵƌĞ�Ě͛ƵŶĞ�ĐŽƵƌďĞ�ƉůĂŶĞ
Soit un arc de cercle de rayon ݎ et un petit 
angle ݀ߠǯȱ��ȱ��������ȱ��ȱ�Ȃ���ȱ��ȱ������ȱ����ȱ
alors

�����ȱ��ȱ��������ȱ���ȱ�Ȃ�������ȱ��ȱ��¢��ȱ��ȱ
courbure ceci donne

Et donc 

et enfin

ݏ݀ ൌ ݎ ȉ ߠ݀

ݏ݀ ൌ
ͳ
ߢ
ȉ ߠ݀

ߢ ൌ
ߠ݀
ݏ݀

Ainsi la courbure peut être interprétée comme le taux de rotation du vecteur tangent 
par unité de longueur.

ߢ ݏ݀ ൌ ߠ݀

dS = RdO

-*-[

dor-
#



Si la courbe est donnée sous forme cartésienne explicite
ݕ ൌ ݂ሺݔሻ

alors la paramétrisation standard (voir slide 5)

donne           ݔǯሺݐሻ ൌ ͳǡ ሻݐǯǯሺݔ ൌ Ͳǡ ሻݐǯሺݕ ൌ ݂ǯሺݐሻ �� ሻݐǯǯሺݕ ൌ ݂ǯǯሺݐሻ

puis ܿᇱ ݐ ൌ ͳǡ ݂ᇱ ݐ et donc ݒ ൌ ͳ ൅ ݂Ԣሺݐሻଶ

La courbure en un point ܲሺܽǡ ݂ሺܽሻሻ vaut alors

�ŽƵƌďƵƌĞ�͗�ĨŽƌŵĞ�ĐĂƌƚĠƐŝĞŶŶĞ

c ࢚ ൌ ࢞ ࢚
࢟ ࢚ ൌ

࢚
ሺ࢚ሻࢌ

�������� ൌ ߢ ൌ
ͳ
ଷݒ

ᇱᇱࢉ ȉ ܰ ൌ
��� ܿᇱǡ ܿԢԢ

ଷݒ
ൌ
ᇱᇱݕᇱݔ െ Ԣݕᇱᇱݔ

ଷݒ
ൌ

ᇱᇱݕᇱݔ െ Ԣݕᇱᇱݔ
Ԣଶݔ ൅ Ԣଶݕ ଷȀଶ

ߢ ܽ ൌ
ᇱᇱݕᇱݔ െ Ԣݕᇱᇱݔ

ଷݒ
ൌ

݂ԢԢሺܽሻ
ͳ ൅ ݂Ԣሺܽሻଶ ଷȀଶ

( = (E()



�ǆĞŵƉůĞ
Soit la courbe définie par l'équation ݕ ൌ ଶݔ (parabole). 

��������ȱ��ȱ��������ȱ¥ȱ�Ȃ�������ȱܱሺͲǡͲሻ et au point ܲሺͳǡͳሻ.

k(x) = (x)
-

· , (1, 1)

(1 + y'(,(2)3 o

f'() = 2x f"(x) = 2
2

3= k() = (1747/2 K(0) = 2 To : In

k(11 = I h :E ~=02
-Es

-

Il
T25

I

Up -
= !



Exercice
����ȱ�Ȃ�������ȱ�·�����ȱ���ȱ���ȱ·��������ȱ�����·�������ȱ���������ȱǱ

ቊ
ሻߠሺݔ ൌ ͵���ሺߠሻ
ሻߠሺݕ ൌ ʹ���ሺߠሻ où ߠ א ሾͲǡʹߨሿ.

Calculer la courbure aux points ܲሺ͵ǡͲሻ et ܴሺͲǡʹሻ.

k
= sind

R(0, 2/
- O =
i &il30 o2

S
O

d &

Fr = 51/
Cp kp = 8 = E

= 5 =

5
J
...

Up =
3

2 I

27

2
Tr = 2 ( &



3 cas O
c(t) = 1( 0 e [0, 25]

2 sin O

c'(t) = I
- 3 sin &

( witl = 1I'll = Esco + 40502 coS ①

-

=Xsino + 4 (1- sino
= sino+ 4

- 3sinD-BlosO
- 3 los O

c"(t) = (-2 Sin E ( de(,)
=) 2cs0- Lsinf

= 6 sino + 6 150 = 6 6
- 3/2-

= k = (5sin o + 4)



�ǆĞƌĐŝĐĞ
����ȱ��ȱ������ȱ�·�����ȱ���ȱ�Ȃ·�������ȱݕ ൌ  ଷ. Calculer la courbure, ainsi que le rayon deݔ
courbure aux point ܲሺͳǡͳሻ et ܳሺʹǡͺሻ. 

Q (2, 07 .

k(x) =e
22 + f'(y2y3f(x) = x

y =
c

f(x) = 30 & "(x) = Gx
· P(1, 1)

Gx
k(x) = in413

I

6 ~
-

-

P (1 , 1) : Kp = k(1) = Nos
= = rp

=5

-

k(2) = = 1 ↓

144122 144



O
KZ

1

-

k(
= p#400010
,20

O

k101 k(0) =- = 0
132

1 T = 5 = + x

Le cercle esculateur en 0

est une droite !! (y =I
Une droite peut être vue comme un cerde de rayont



La cycloïde est une courbe plane, trajectoire d'un point fixé à un cercle (de rayon 1) qui roule sans glisser 
sur une droite.

La courbe peut être définie paramétriquement par les équations suivantes :

ቊݔሺݐሻ ൌ ݐ െ ���ሺݐሻ
ሻݐሺݕ ൌ ͳ െ ���ሺݐሻ où   ݐ א Թ

ce qui correspond à l'équation cartésienne :

ݔ ൌ ������ሺͳ െ ሻݕ െ ���ሺ������ሺͳ െ .ሻሻݕ

>Ă�ĐǇĐůŽŢĚĞ

Ǥ

(5) = (i) + t . (b)

a = (6)

-
-

c(t) = /E Sint
-D



Exempla de dérivation implicita

(V) ·
a
t 2x + 4y2 - 1 = 0

P(0, 07
xy(x) 2x + 4yp = 1 = 02
-

exy(). (1yxp + x2yp - y) + 2
--

- = O+ 8 y
ayy'(zey + 0y) = - 2 - yayz



y = ya
p(0, 0) => yp =I - - D

O

Grector O

=
tangent est

= ( 1 I
Vertical
-

maisoussi

On peut prendre
i = (2)



7 ko

TooSI
Bledelacourburededansdu ens de porcours

!!


